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Discretizacion de Reguladores Continuos

Discretizacion de reguladores continuos

8.1. INTRODUCCION

Este método consiste en el disefio de controladores digitales mediante discretizacion de
controladores continuos  Se suele denominar " Método Indirecto" porque se consigue
mediante la discretizacion de un controlador continuo obtenido mediante cualquiera de
las técnicas de disefo utilizadas para los sistemas continuos.
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La figura muestra el controlador continuo de que partimos y el sistema discreto que
realizara un control equivalente pero discreto.
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Es interesante observar que para un mismo controlador continuo podemos tener diferentes
controladores discretos en funcién del método de discretizacion utilizado. En este tema vamos
a ver discretizaciones mediante métodos basados en la integracion numérica, métodos basados
en la transformada z y métodos obtenidos en funcion de la posicion requerida de los polos en
el plano s y en el plano z.

Otro aspecto de interés a destacar es el echo de que ninguno de todos estos métodos de
discretizacion nos va a proporcionar una fidelidad (respuesta exacta al continuo) completa y
que cuanto mas cerca de la frecuencia mitad de la de muestreo trabajemos, mas grandes seran
las diferencias entre la respuesta del sistema continuo y el discreto.

8.2. DISCRETIZACION DE UN FILTRO CONTINUO

Vamos a suponer que queremos discretizar un filtro continuo tipo RC como el mostrado en
la figura.

R
o—o ] o
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e(t) ult)
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Veamos cuales son las ecuaciones que definen este filtro:
1
u(t)y=—1[1idt
==]
.1,
e(t)=Ri +EI1dt

Si tomamos transformadas de Laplace para obtener la funcion de transferencia:

Us) I a
E(s) RCs+1 s+a

Donde a es la constante de tiempo del sistema: a =1/RC.

Normalmente, la expresion que se conocera es la funcion de transferencia del filtro, y a
partir de ella se podra obtener la ecuacion diferencial que define el funcionamiento del
sistema:

—d le'ft) +au(t)=ae(t)

A partir de esta ecuacion diferencial debemos obtener la ecuacion en diferencias cuya
solucidn sea suficientemente aproximada a la solucion de la ecuacion diferencial.
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Discretizacion de Reguladores Continuos

Para ello tenemos los siguientes métodos:
a) Métodos por Integracion Numérica:
- Integracion hacia Atras (Backward).
- Integracion hacia Adelante (Forward).
- Integracion Trapezoidal.
b) Meétodo de la Invarianza ante Entrada Impulso (Transformada Z).
¢) Meétodo de la Invarianza ante Entrada Escalon.
d) Método de mapeado de polos y ceros (Mapping).
A continuacion vemos los diferentes métodos de discretizacion de filtros continuos (ver

que pueden ser controladores, plantas,..) y para ello utilizaremos, como ejemplo, el filtro RC
anteriormente descrito.

8.2.1. Integracion hacia atras

Recordamos la ecuacion que define el filtro RC.

du(®) =—-au(t) +ae(t)

Integrando esta expresion en el tiempo:

t t

[ du(® 4 _ —a[ u(t)dt+ae(t)dt
0 dt 0 0

Y si conocemos el valor de u(t) en cada periodo de muestreo:

kT d u ( t) kT kT
j—dt = —aj u(t) dt +aje(t) dt
0 dt 0 0
Queda:
kT kT
u(kT) - u(0)=—a j ut)dt +a j e(t) dt
0 0
Para el muestreo anterior quedaria:
k-DT k-DT
w((k = DT)—u(0)=-a j ut)dt +a j e(t) dt
0 0

Si restamos las dos expresiones anteriores obtenemos:
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kT kT
ukT)—u(k-DT)=-a [u(®dt+a [et)dt
(k-DT (k-DT

Utilizando la integracion hacia detras, las integrales:

kT kT
Juvdt y Jewma
(k-DT &-DT

se obtienen como w(kT)*T y e(kT)*T, respectivamente.

‘u(‘t)

—
0 T et 3T 47 ST

La figura nos muestra las areas aproximadas obtenidas al integrar una funcion mediante la
regla de integracion discreta hacia atras.

Integrando de esta forma, la ecuacion anterior queda de la forma:
u(kT) —u((k —1)T) = —aTu(kT) + aTe(kT)

Y tomando transformadas en Z:
U@l +aT -z |= E@)aT]

U(z) aTl B a
E(z) 1+aT-z"' 1-z7!

Si comparamos esta Ultima expresion con la funcién de transferencia continua del filtro
RC, vemos que son idénticas, salvo en el término inferior izquierdo.

De aqui se obtiene que, para realizar la discretizacion de un filtro continuo mediante la
integracion hacia atras, debemos realizar el cambio:

1-2z
T

S =

Es decir, que unicamente debemos sustituir s por este valor y ya habremos encontrado el
regulador discreto equivalente.
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Discretizacion de Reguladores Continuos

Translacion de polos:

En este apartado vamos a ver cual es la zona en la que se situaran los polos del controlador
continuo (plano s) al discretizarlos (plano z). De esta forma podemos conocer si este método
nos va a producir controladores estables o no.

Nos interesa saber a que parte del plano z se traslada la parte izquierda del plano s.

A partir de la ecuacion que nos indica el cambio, obtenemos:

-1
Re(s)=Re(1_Z J=Re(z_1)<0
T Tz

Escribiendo z como: z= ¢ *+ jo podemos poner:

Re L(D_l <O
(ot ]o)

Re (ctjo—-1)o-jo) _ Re 6’ -o+0’ +jo _62—G+O)2 <0
(o +jo)(o- jo) o'+’ o’ + o

Que puede ser puesto de esta forma:
(6-0.5)% + 0’ <0.5°
Lo cual es un circulo de radio 0,5 con centro en el punto (0.5, 0), en el plano z.

Es decir, con este método de discretizacion cualquier polo que esté situado en la parte
izquierda del plano s, se transformard en un polo discreto, que estard situado dentro del
circulo de radio 0.5 y centro en (0.5, 0).

Jw M
plano s plano z

o real
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8.2.2. Integracion hacia delante

También aqui utilizamos el filtro RC:

d u(t)
—~2 =—au(t)+ae(t
” au(t) +ae(t)
Habiamos obtenido:
kT kT
u(kT)-u((k-1T) = -a j u(t)dt+a j e(t) dt
&-1T (k-DT

Ahora utilizando la integracion hacia adelante, las integrales:

kT kT
j u)dt y j e(t) dt
(k-DT (k-DT

se obtienen como u((k-1)T)*T y e((k-1)T)*T, respectivamente.

‘u(‘t)

—
0 T et 3T 47 ST

La figura nos muestra las areas aproximadas obtenidas al integrar una funcion mediante la
regla de integracion discreta hacia adelante.

Integrando de esta forma, la ecuacion anterior queda de la forma:
u(kT)—u((k —1)T)=-aTu((k-1)T) +aTe((k -1)T)
Y tomando transformadas en Z:

U(z)ll +aTz ' -z J: E(z)laTz%J

U(z) aTz™! B a

E(z) 1taTzl-z7! 1-z7
Tz

+a

Si comparamos esta Ultima expresion con la funcién de transferencia continua del filtro
RC, vemos que son idénticas, salvo en el término inferior izquierdo.
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De aqui se obtiene que, para realizar la discretizacion de un filtro continuo mediante la
integracion hacia adelante, debemos realizar el cambio:

B l—z_1

Tz_1

S

Es decir, que unicamente debemos sustituir s por este valor y ya habremos encontrado el
regulador discreto equivalente.

Translacion de polos:

En este apartado vamos a ver cual es la zona en la que se situaran los polos del controlador
continuo (plano s) al discretizarlos (plano z). De esta forma podemos conocer si este método
nos va a producir controladores estables o no.

Nos interesa saber a que parte del plano z se traslada la parte izquierda del plano s.

A partir de la ecuacion que nos indica el cambio, obtenemos:

-1 _
Re(s)=Re(1 Zl ]=Re(z 1)<0
Tz~ T

Escribiendo z como: z= ¢ *+ jo podemos poner:

+ jo —
RG(L@ljw
T

c—-1<0;0<l1

Lo que nos indica que la parte real de cualquier polo situado en el plano complejo s va a
pasar al plano z con una parte real menor que uno o, lo que es lo mismo, estos polos estaran a
la izquierda de la linea recta y paralela al eje imaginario que pasa por el punto 1.

| "\

plano s plano z

77 7

G 1 real
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Esto significa que al utilizar este método de integracion para discretizar un sistema
continuo estable (polos a la izquierda del eje imaginario) pueden aparecer polos discretos
fuera del circulo unidad y, por lo tanto, un sistema discreto inestable.

8.2.3. Integracion trapezoidal (Tustin)

También aqui utilizamos el filtro RC:

du(t)

=—-au(t) +ae(t)
Habiamos obtenido:
kT kT
u(kT)—u((k-1T) = -a j u(t)dt +a j e(t) dt
(k-1)T (k-D)T

Ahora utilizando la integracién trapezoidal, las integrales:

kT kT
j u)dt y j e(t) dt
(k-D)T (k-DT

se obtienen como:
1 1
> [ukT) + u((k —T)]*T y 5 [e(kT) + e((k — 1)T)]

respectivamente.

Au(‘t)

—
0 T eT 3T 47 ST

La figura nos muestra las areas aproximadas obtenidas al integrar una funcion mediante la
regla de integracion trapezoidal.

Integrando de esta forma, la ecuacion anterior queda de la forma:
aT aT
u(kT) —u(k=DT)=-=- [u(kT) +u((k -1)T)]+ 5 [e(kT) +e((k - 1)T)]

Y tomando transformadas en Z:

U(z) 1+£+£2_1 —z' |=E(2) £+£z_1}
2 2 2 2
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aT _
v 0 a

E(2)

= -1
(-2 + ey 2oz
2 T1+z"!

Si comparamos esta ultima expresion con la funcidon de transferencia continua del filtro
RC, vemos que son idénticas, salvo en el término inferior izquierdo.

De aqui se obtiene que, para realizar la discretizacion de un filtro continuo mediante la
integracion hacia adelante, debemos realizar el cambio:

_21-z"

= 1
T1+z

Es decir, que unicamente debemos sustituir s por este valor y ya habremos encontrado el
regulador discreto equivalente.

Translacion de polos:
En este apartado vamos a ver cual es la zona en la que se situaran los polos del controlador
continuo (plano s) al discretizarlos (plano z). De esta forma podemos conocer si este método

nos va a producir controladores estables o no.

Nos interesa saber a que parte del plano z se traslada la parte izquierda del plano s.
A partir de la ecuacion que nos indica el cambio, obtenemos:

-1 _
Re(s) =Re 21z =Re 2z-1 <0
T1+27"! Tz+1

Escribiendo z como z=oc + jo podemos poner:
+jo—
Re SO
c+jo+l

Re[(c+jco—1)(cs-j(0+l)} B Re(ﬁz -1+’ +j2coj o’ -1+’

= <0
(c+jo+1)(oc-jo+]) (c+1)? +o° (c+1)? +0°

6’1+’ <0 :6°+0* <-1

Lo que nos indica que cualquier polo situado en el plano complejo s va a pasar al plano z
dentro del circulo unidad.

Esto significa que cualquier sistema continuo, estable, que se discretice con este método
nos da un sistema discreto estable (siempre y cuando el periodo de muestreo sea el correcto).
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| "

plano s plano z

7

(o} 1 real

A este método de discretizacion también se le denomina "Método de la Transformacion
Bilineal", y esto es asi porque, como vemos, nos permite pasar de un plano al otro, de forma
completa.

8.2.4. Método de la invarianza ante entrada impulso

Este método también es conocido como el método de la transformada Z ya que al final se
trata de realizar Uunicamente la transformada z de la funciéon de transferencia del sistema
continuo.

Tomando, como siempre, la funcion de transferencia del filtro RC como ejemplo:

G(s) = —>

S+a

El equivalente discreto de G(s), que llamaremos Gd(z), obtenido por el método de la
invarianza ante la entrada impulso sera aquel cuya respuesta a un impulso es T veces la
respuesta del sistema continuo:

g (kT) =Tg(t)

Entonces:
Gy(2)=Z[g,(kT)]=T Z[g(H)]=T Z[G(s)] = TG(2)

Luego para realizar la discretizacion por este método Unicamente debemos realizar la
transformada Z de la funcion de transferencia del filtro continuo y multiplicar por T.

Para el ejemplo del filtro RC tendriamos:

Gd(Z)ZT*Z(G(S)):T*Z( a j:T*%
c

S+a — _aTZ_l

Ta
Gy(z)=—+—
1 _ e_aTZ—l
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Ver que este es el método que utilizamos cuando realizamos la tipica discretizacion del
MOZ y de la planta.

8.2.5. Meétodo de la invarianza ante entrada escalon (MOZ)

Este método es también conocido como "Discretizacion por Transformada Z con MOZ". Esto
se debe a que se supone que existe un ficticio MOZ delante de la planta.

Como siempre tomamos el filtro RC como ejemplo:

G(s) = —>

S+a

El equivalente discreto de G(s), que llamaremos Gd(z), obtenido por el método de la
invarianza ante la entrada Escalon serd aquel cuya respuesta a un escalon es la misma que la
respuesta del sistema continuo en los instantes de muestreo, esto es:

z™! {Gd(z) ! — } =L [G(s) 1}
S

1-z

o lo que es igual:

G,(2)=(1-z"" )Z{GLS)} = z{i G(S):|
S

S

Y esta expresion ultima es la transformada Z de un filtro, de funcion de transferencia
continua G(s), precedido de un muestreador y de un MOZ.

e(t) u(t)
— —————

u(t)

G(s) ——

e(t)

!
S

Muestreador y
MOZ ficticios

En la figura podemos ver que estamos aproximando el sistema continuo por la equivalente
discreta que obtendriamos al situar delante un muestreador y un MOZ. (Teoéricamente, para
un periodo de muestreo muy pequefio, el muestreador y el MOZ se anulan).

Decir, por ultimo, que el filtro equivalente discreto obtenido serd estable si el sistema
continuo del que proviene lo es.
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8.2.6. Método de mapeado de polos v ceros (Mapping)

En este método se tratan por separado el numerador y el denominador de la funcion de
transferencia del filtro continuo, G(s), y se realiza la translacion de los polos y ceros, por
separado, desde el plano s al plano Z.

Sabemos que la relacion que liga el plano s con el plano Z es la siguiente.
z=¢

Entonces aplicaremos esta relacion a cada polo o cero del sistema continuo para obtener el
equivalente de este, discreto.

Por ejemplo:

- Para un cero real en s = -b tendriamos un cero discreto en z = ¢ °T .

- Para un cero en el infinito tendriamos un cero discreto en z = -1.

Notar que la respuesta en frecuencia del filtro discreto entre 0 <w <w/2 corresponde a

la respuesta en frecuencia del sistema continuo entre 0 < w <oo. Por lo tanto, este método
conserva la forma de la respuesta en frecuencia.

El procedimiento para realizar la translacién de polos y ceros continuos al plano Z es el
siguiente:

1.- Factorizar G(s).

2.- Los polos de G(s) seran trasladados a polos de G(z) mediante la relacion z = esT.

Por ejemplo, un polo en s = -a es trasladado como z = ¢ 21

3.- Los ceros finitos de G(s) son trasladados a ceros de G(z) mediante la relacién

z=¢T,

Por ejemplo, un cero en s = -b es trasladado como z=¢™""

4.- Los ceros en el infinito seran trasladados al punto z = -1. Entonces cada cero infinito
produce, en el numerador del sistema discreto, un término (z +1). De igual forma, los
polos en el infinito son trasladados al punto z = -1, luego cada polo en el infinito
proporciona un término (z +1) en el denominador del sistema discreto.

5- Ajustar la ganancia en estado estacionario para que sea la misma en el sistema
continuo que en el discreto.
Como ejemplo vamos a discretizar el filtro RC mediante el método de translacion de polos:

G(s) = —

S+a

Vemos que no existen ceros finitos, pero que existe un cero en el infinito (lugar de las
raices). Este cero nos proporcionara un cero discreto del tipo (z+1).
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Vemos que tiene un polo continuo en s = -a, luego tendremos un polo discreto en z=e™".
Todo esto indica que el sistema discreto equivalente tendra la forma:

6y -k 2D

7 — e—aT

En esta expresion el pardmetro K deberd ser ajustado para que la ganancia en estado
estacionario del sistema discreto sea la misma que la del continuo para bajas frecuencias
(estado estacionario).

Gq(1)=G(0)

K a(l+1) _ . a
1—e@T 0+a

Y despejando de aqui el valor de K:

1 _ e—aT
2a

Ver que esto es en realidad un valor numérico escalar.

K =

8.3. TABLA RESUMEN

En este apartado agrupamos los diferentes cambios a realizar, segiin el método de
discretizacion escogido, en la tabla a modo de resumen.

METODO DE CAMBIO,
DISCRETIZACION ECUACION
Integracion hacia atras. ——
—Z
S =
T
Integracion hacia adelante. "
—Z
"
Tz
Integracion trapezoidal. 51,
TT 1
Ti+2z
Invarianza ante entrada impulso Gy(2) =T * Z(G(s)
Invarianza ante entrada escalon. | Ts
Gy = ZI:L G(s)}
S
Mapeado de polos y ceros. Finitos: 5 = T

Infinitos: (z+1)
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