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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

EJERCICIO 7.1

Obtener el lugar de las raices para el sistema cuya funcion de transferencia discreta, de lazo

abierto, es la siguiente:
z+0.8

Z)=
(z+0.9)(z* +2+0.61)

1) Ecuacion caracteristica:
z+0.8

(z-0.9)(z*> +z+0.61) B

1+ K

2) Numero de ramas: 3.

3) Puntos de inicio: 0.9; -0.5+j0.6;
Puntos de finalizacion: -0.8; dos en infinito.

4) Lugar en eje real:

N Im
-0.5+j0:6 T
SX 105
-0.8 . Re
—0 X
_1 /‘:
L x 05 99
-0.550.6

5) Simetria respecto al eje real.

6) Asintotas:
) 180(2q+1) 180(2q+1
Directo: 0, = (29 )z (29 ):900;270";
P-7
7) Centroide:
Polos— » Zeros —~05—
o, = Z Z _09-05-05+0.8 _ 0.35
P-Z 2
Im
5506 T,
o, 0.9 ™ N
! 5 035, Re
-1y
\\\>< 0 //9
-0.550.6, __}~
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Lugar de las Raices

8) Angulos de salida de polos complejos:
Im A Zeceros - Zepolos =180(2q +1)

0, =180—arctg(0.6/1.4)=156.8°

mX \ 0,35 =90°
7 MRe
Ay )L 0g 0, =arctg(0.6/0.3)=63.4°
pli T J
008406 _ -7 63.4~(156.8+0,, +90)=180

0,, = —3.4°

9) Llegada y/o salida del eje real: No existen

10) Corte con el circulo unidad:
Ec. caracteristica:

2> +0.122 —=0.32-0.55+K(z+0.8) = 0

2> +0.12> +(K-0.3)z+0.8K—-0.55=0

1+s 3 1+s : 1+s
[l_j +0.1(1—j +(K—0.3)[1—j+0.8K—0.55 =0
-S -3

(1+s) +0.1(1+s)*(1-8)+(K-0.3)(1+s)1-s)" +
+(0.8K-0.55)1-s)’ =0

(1.15+0.2K)s* +(1.55+1.4K )s* +(5.05-3.4K )s +

0.25+1.8K =0
s> 1.15+0.2K 5.05—3.4K
s2 1.55+1.4K 0.25+1.8K
S —5.12K? —0.32K + 7.54
1.4K +1.55
g0 0.25+1.8K

a) K =-0.138 (negativo).
b) K=1.18 y K =-1.24 (negativo):

(1.55+1.4K)s*> +0.25+1.8K =0 —>s =0
3252 +2.37=0—->s=1%j0.86
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C1+s  1+j0.86

zZ= = - =0.15%;0.98
I-s 1-30.86
Im
0.5+j0:6| €
Pax \
%8 0.35 >%P1> Re
1 0y
P3X
05506 | o

11) Puntos de corte con el eje imaginario en z:

2> +0.1z* +(K—-0.3)z+0.8K - 0.55 =0

7’ 1 K-3
z’ 0.1 0.8K —0.55
z | 52-7K
z° | 0.8K -0.55
a) K=0.68: (52-7K)z=0
b) K=0.74: 0.1z +0.8K —0.55=0
z =+j0.65 2
Im 151
11
L0.5+0.6 ® P :
PaX 05} |
7 0.8 0.35 x p g Re 0 / i Re\\l
-1 i 6 : *
P3X 7 2 | 3
0.5-j0.6 . 051N\ i i
1 l
A5 L
W) n
- 1
EJERCICIO 7.2
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Lugar de las Raices

Obtener el lugar de las raices para el sistema cuya funcion de transferencia discreta, de lazo

abierto, es la siguiente:
z+0.8

G(z)=0.33
(z—-0.6)(z—-0.9)

033(z+0.8)
(z—0.6)(z—0.9)

1) Ecuacion caracteristica: 1+

2) Numero de ramas: 2.

3) Puntos de inicio: 0.6; 0.9;
Puntos de finalizacion: -0.8; uno en infinito.

4) Lugar en eje real:

AIm
1
405
08 . Re
-1 0.6 0.9/
; +-0.5
-

5) Simetria.

_180(2q+1) _ 180(2q +1)

=180°;
P-Z 1

6) Asintotas: Directo: 0,

D Polos—» Zeros  0.940.6+0.8
- P-Z - 1 -

23

7) Centroide: o,

8) Llegada y/o salida del eje real:
2’ -1.52+0.54

0.33(z+0.8)

dK 1 (2z-15)(z+0.8)—(z> ~1.52+0.54)

L . 0
dz 033 (z+0.8)

z=-2.34
z=0.74

10) Puntos de corte circulo unidad:
Por Jury:
7> +(0.33K —1.5)z+0.54 + 0.264K = 0

P(1)=1+0.33K-1.5+0.54+0.264K > 0
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0.595K +0.04 = 0 > K = -0.067 (negativo).

P(-1)=1-0.33K+1.5+0.54+0.264K > 0
—0.066K+3.04=0—>K =46
2?2 +(0.33-46—1.5)z +0.54 + 0.264 - 46 = 0
z =—12.68 (imposible)

z=-1

1</0.54 + 0.264K]

1=0.54+0.264K > K =1.74
2> +(0.33-1.74-1.5)2+0.54+0.264-1.74 =0

z=-0.45+ j0.89

1.5}

0.5

Re

05|

-2
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Lugar de las Raices

EJERCICIO 7.3

Obtener el lugar de las raices para el sistema cuya funcion de transferencia discreta, de lazo
abierto, es la siguiente:
z+0.876

G(z) =0.017
(z—1)(z—0.6703)

0.017(z+0.876) _
(z—1)(z - 0.6703)

1) Ecuacion caracteristica:  1+K

2) Numero de ramas: 2.

3) Puntos de inicio: 1; 0.6703;
Puntos de finalizacion: -0.876; uno en infinito.

4) Lugar en eje real:

A Im
1
105 \
L0.876 ' Re
O ==
-l\\ 0.67 1
A —0.5
“““ -

5) Simetria.

_180(2q +1) _180(2q +1)

6) Asintotas: Directo: 0, =180°;
P-Z 1
Polos— » Zeros
7) Centroide: o, = Z Z _ 170.6703+0.876 _ 2.54
P-Z 1
8) Llegada y/o salida del eje real:
_ 1 2z’ -1.6703z+0.6703
0.017 (z+0.876)
dK 1 (2z-1.6703)(z+0.876)— (z* =1.6703z+0.6703) 0
dz  0.017 (z+0.876)*
z=-2.58
z=0.82
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10) Puntos de corte circulo unidad:

Por Jury: 7> +(0.017K —1.6703)z +0.6703 + 0.0149K = 0

P(1) =1+ (0.017K —1.6703) + 0.6703 + 0.0149K > 0
0.0319K+0=0—>K =0
z? +(~1.6703)z+0.6703 = 0

z=1

z=0.6703 (imposible)

P(1) = 1—(0.017K —1.6703) + 0.6703 + 0.0149K > 0
—0.0021K +3.3406 = 0 — K =1590.76

72> +25372+2436=0
z = —24.37 (imposible)

z=-1

1 <]0.6703 +0.0149K
1=0.6703+0.0149K — K =22.12

22 —1294z+1=0
z=0.647 £ j0.76

1.5

0.5F

EJERCICIO 7.4

Pagina 98



Lugar de las Raices

Obtener el lugar de las raices del sistema discreto equivalente al sistema de control continuo
con realimentacion unidad, cuya funcion de transferencia de lazo directo es (T=0.1 seg):

s+7

)= D12

El diagrama de bloques del sistema continuo del que se parte es:

R(s) C(s)

- O—> G(s) —

Para este sistema el diagrama de bloques del sistema discreto completo sera el
representado en la figura.

Regulador
R(s C(s
L_i_bO—b A(z) MOZ |—| G(s) © >
_} Computador

G(Z):Z{l—e—“G(S)}z—lz[ s+7 }
S z s(s+1)(s+2)

(98]

N

s+7 z 5
Rl = =
((S+1)(S+2) Z—eTS l_o Z—

[a—

[ s+7 z . —6z
P sG+2)z-e™ ), 2-0.904

R. - s+7 z 235z
Polss+z—e™ ) _, z-0818

Gz - 0121(2-0479)
(z—0.904)(z — 0.818)

1) Ecuacion caracteristica: 1 +k - G(z) =0
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2) N° de ramas: 2, una de ellas al infinito.

3) Puntos de inicio: 0.904 y 0.818
Puntos de finalizacién: 0.479

4) Lugar en el eje real: [-00,0.479][0.818,0.904]

5) Asintotas:

0, = 180(2q +1) —180°
p—-z
- Ypolos — Xceros _ 0.904 + 0.818 —0.479 143
p—z 2-1

6) Llegada y salida del eje real:

L (2=0904)z-0818)
0.121(z — 0.479)

dz  0.121dz Z—0.479 -

dk 1 d{z®-1.7222+0.739 1 (2z-1.722)(z—-0.479) - (z* —1.722z + 0.739)
0.121 (z—0.479)*

i _
dz

5 z, =0.859 — Pto.de dispersion
0 - z°-09582z+0.085=0 —

z, =0.098 — Pto. de confluencia
7) Interseccion con el eje imaginario: Aplicando Routh

Ecuacion caracteristica: z2 + (0.121k — 1.722)z + 0.739 — 0.057k = 0

72 1 0.739-0.057k
7! 0.121k-1.722

20 0.739-0.057k

k=0.739/0.057=12.96 --> (0.121 - 12.96-1.722) - z=0 --> z=0

k=1.722/0.121=14.23 --> 7>+ 0.739 - 0.057 - 14.23 =0 --> z=+0.268 No puede ser

Sélo existe una interseccion con el eje imaginario en z=0

8) Interseccion con el circulo unidad aplicando Jury
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Lugar de las Raices

p(1)=1+0.121 k- 1.722+0.739 - 0.057k=0 k=-0.266 No es posible
p(-1)=1-0.121 k+1.722 + 0.739 - 0.057k =0 k=19.443
0.739-0.057k=1 k=-4.579 No es posible
Soélo existe un punto de corte con el circulo unidad en —1

La representacion final del lugar de las raices es la indicada en la figura.

1 - T=————__ T T

0.8 7

0.6 ;

04y /

0.2F

0.098¥

o
o
T
7

7

o

oo
T
/

/

_1 1 T 1

-1 -0.5 0

EJERCICIO 7.5

Para el sistema continuo en lazo cerrado, con realimentacion unitaria, cuya funcion de

: . 1 : : .,
transferencia de lazo directo es G(s) = —. Calcular el equivalente discreto de la funcion de
S

transferencia de lazo directo y el lugar de las raices del sistema. Periodo de muestreo:1
segundo.

Equivalente discreto:

G(Z):z—lz[Gis)}:z—lzL%}

V4

R | d (51 oz 1] d ze™ 3
1—5 F S 5_32—6TS _5 E (Z—eTS)Z_ =
s=0 s=0
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

:lz(z—l)z +2z(z-1) _1z(z+])

1 zTe™ (z —e™ )2 —ze™ 2(2 —e™ X— TeTs)
2

) (z-e™) 2 @t 2e-)
_z—11z(z+])
G(z) = . 2D
1 z+1
G(Z)_E(z—l)z

Lugar de las raices:
1) N°de ramas: 2

2) Puntos de inicio: 1 (doble)
Puntos de finalizacion: -1, oo

3) Lugar en el eje real: [-oo, -1]

4) Asintotas.
_ 180(2q+1) 180(2q+1)

0, =180°
p—z 2-1
5) Puntos de dispersion:
L4k 0.5(z +21) 0
(z-1)
_ (z-1)?
0.5(z+1)

dk  2(z-D0.5(z+1)—-0.5z-1)* _
dz 0.25(z+1)*

0

(z-1)(z+1)-0.5(z-1)* =0

0522 +2—-15=0
z=-3
z=1 No pertenece al lugar

6) Puntos de corte con el eje imaginario aplicando el criterio de Routh:
Ecuacion caracteristica: 1+k-G(z)=0
72 -272+1+0.5kz+0.5k=0

72 +(0.5k-2)z+1+0.5k =0
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22 |1 1+0.5k

z' 0.5k-2

z° | 1+0.5k
a) 0.5k-2=0 k=4 z> +1+0.5:4=0
b) 1+0.5k=0 k=-2 (0.5(-2)-2)z=0 7=0

El lugar de las raices completo se representa en la siguiente figura.

2 T T T
1.5+
1t -
0.5
1
|
0 o4

| I S

EJERCICIO 7.6.

Para el sistema de lazo cerrado con realimentacion unitaria, donde la funcion de transferencia

del sistema continuo a calcular es:
-0.2s
e
G(s) = SR
S“+2s+2

Dibujar el lugar de las raices del sistema discreto equivalente a la planta continua
utilizando un mantenedor de orden cero y un periodo de muestreo de 0.1 segundos.

T

Gy =2~ (z—l)Z[ 1 }:Z_z (z—l)Z 1 z

z s(s? +2s+2) z fos(s*+2s+2)z—¢’

1 z| 1 z|lz

s(s* +2s+2)z—e" _(s2+2s+2)z—eST Szo_EZ—l

R, =s

s=0
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1 z |

R, =(—-(-1+}))) s(s—(=1+j))s—(=1-j) z—e*T

s=—1+])

1 z | B 1 z
(14 (=1+j+1+j) z—eHIT

TS(s—(C1-j) z—eT

s=—1+j

_ z_____ —jl-)) z
(~1+§)2j z—e e 2(=1+ j)(~1—j) z—e eI

1 z |
s—(=1+ N —-(-1-j) z—e*"

Ry =(s=(=1-))

s=1-j)

_ 1 Z | 1 Z
s(s—(~1+)) z—e'|

I T ) PN

s=—1-j

1 z B J=1+7) z

Sl =2jz—e e T 2 1= 1+ ) zme Pl T

I z =1 z
2(1+1) z—0.905(cos 0.1 - jsen0.1) 4 z-09+0.09j

1+] z +—1—j z B
4 z-09-3j0.09 4 z-0.9+j0.09

R2+R3=_

At R S R
4\z-0.9-70.09 z-0.9+j0.09

_z[ (=14 )z 0.9+ j0.09) + (-1 - j)(z— 0.9 - j0.09)] _
4 (z-0.9)* —0.09°

~ 5(— (z—0.9 + j0.09) + i(z— 0.9 + j0.09) — (z — 0.9 — j0.09) — j(z — 0.9 — j0.09)j ~

4 z? —1.82+0.818
_5(—z+0.9—0.09—z+0.9—o.09j_3 -2z+1.62
4 z? —1.82+0.818 4 72 -1.82+0.818

z-1|1 z z —2z+1.62
z2 |2 z—-1 4 z7-1.82+0.818
z-1|{1 1 1 —2z+1.62

2’ {52—1 4 72 —1.8z+0.818}
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_z—1|2(z" —-1.82+0.818) + (z—-1)(-2z+1.62) |
2 4(z—-1)(z* —1.8z+0.818)

V4

27" -3.62+1.636-22" +1.62z+2z-1.62  0.02z+0.016
4z*(z* —1.82+0.818) 4z*(z* —1.82+0.818)
G(z) = 0005z +08)

22 (z% -1.82+0.818)

Lugar de las raices:
1) N°deramas: 4

2) Puntos de inicio: 0 (doble), 0.94j0.089
Puntos de finalizacion: -0.8 , oo

3) Lugar en el eje real: [-00,-0.8]

o

180(2q+1) 180(2q+1
4) Asintotas: 0, = (2q+D _1802q+D 180°

_ 4-1
p-z 300°

_ Zpolos — Zceros 0.9 +j0.089 + 0.9 — j0.089 — (-0.8)

G, = =0.867
p—-z 4-1

4) Angulos de salida de polos complejos conjugados:

0.1}
0ps
0.05
0,1 epl,lﬂ
0F--C=F

-0.05} 9p4

-01}F
-0.15 & . . . 3

0.5 0 0.5 1 15

>6,->6,=180°
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0.089 o
epl = sz =180 - arctg[wj =5.648
054 =90°

2.997°—(2-5.648°+6 ; +90°) =180°

Op3 =—278.3=81.7°

6) Puntos de dispersion:

1o 2(a—0.9) 1
a a (a-09)°+0.089° a+0.8
LI S ol ol ) S SN D

-1 -1 (-1-0.9)*+0.089° a+0.8

Lo 2(-1128-09) 1o
-1.128 —1.128 (~1.128-0.9)* +0.089% a+0.8

7) Puntos de interseccion con la circunferencia unidad:
Ecuacion caracteristica: 1 + K - G(z) =0

1+ K 40.005z3+0.004 2:0
z" —1.8z" +0.818z

z* —1.82° +0.8182% + 0.005Kz + 0.004K =0

Realizando el cambio z = I+ w

1-w

1+w N 1+w 3 1+w : 1+w
-1.8 +0.818 —— | +0.005K +0.004K =0
1-w 1-w 1-w 1-w

1+w)' —1.81+w) (1-w)+0.818(1+w)*(1-w)* +
+0.005K(1+w)(1-w)> +0.004K(1-w)* =0

wh 4w + 6w + 4w +1+1.8w* +3.6w’ —3.6w—1.8+0.818w" —
—1.636w? + 0.8 + +K(—0.005w* +0.01w"> —0.01w + 0.005 + 0.004w* —
—0.016w> +0.024w? —0.016w +0.004) = 0
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(3.618 —0.001K)w* + (7.6 — 0.006K)w" + (4.364 + 0.024K)w? +
+(0.4—0.026K)w +0.018 + 0.009k = 0

Se construye la tabla de Routh:

w* 3.618-0.001K 4.364+0.024K 0.018+0.009K

w3 7.6-0.006K 0.4-0.026K

w2 A 0.018+0.009K

w! B

wo 0.18+0.009K

Donde:

Ao (7.6 —0.006K)(4.364 + 0.024K) — (3.618 — 0.001K))(0.4 — 0.026K)

7.6 —0.006K
AT 0.00017K? + 0.250684K +31.7192
7.6 —0.006K
_ 2
B—04—0026K — (7.6 —0.006K)“(0.018 + 0.009K)

—0.00017K? + 0.250684K +31.7192
Calculo de los valores de K:

a) 0.18+0.009K=0 K =-20 Pertenece al lugar inverso de las raices

(7.6 —0.006K)?(0.018 + 0.009K)
~0.00017K?2 +0.250684K +31.7192

b) B=0.4—0.026K —
(0.4 —0.026K)(=0.00017K % + 0.250684K + 31.7192) — (7.6 — 0.006K)*(0.018 + 0.009K) = 0
0.000004096K > —0.005765632K > —1.242624K +11.648 = 0
K =9.000
K =1596.53

K =-197.906 Pertenece al lugar inverso de las raices
Ecuacion auxiliar:

—0.00017K? +0.250684K +31.7192
7.6 —0.006K

w2 +0.018 + 0.009K =0

Para K=9
4.5w% +0.099=0 w =+j0.148
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_ltw _1£0.148
1-w 17j0.148

= 0.957 i j0.29 = 116860

Para K=1596.53

0.693w? +14.387=0 w=1+j4.556

_l+w _1%j4556

_ - =—0.908 £ j0.419 =1 45 5
I-w 173 j4.556 ! 19323

) , , :
15}

i
05  -0908+041g

0 1,162 h
05l -0.908j0.419

1k
15}

_2.2 1I5 -1I 0I5

EJERCICIO 7.7.

Se pretende disenar el sistema de control de posicién de una antena cuyo modelo discreto con

mantenedor de orden cero es el siguiente:
G(z) = 0.05_ 21096
(z-1)(z-0.9)

Dibujar el lugar de las raices del sistema.

1) N°de ramas: 2

2) Puntos de inicio: 1, 0.9
Puntos de finalizacion: -0.96, o

3) Lugar en el eje real: [-o0, -0.96] y [0.9,1]

4) Asintotas.

_180(2q+1) _ 180(2q +1)

0
a p—-z 2-1

=180°
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5) Puntos de dispersion y confluencia:

Lk 0.05(z+0.96) 0
(z—1)(z-0.9)

k:_(22—1.9z+0.9)

0.05(z +0.96)
dk 1 (22-19)z+0.96)— (2> =1.92+0.9) 0
dz  0.05 (z +0.96)>
222 +0.02Z-1.824—2% +1.92+0.9=0
22 +1.922-2.724=0
z=0.95 Punto desalida
z =-2.87 Punto de llegada
6) Puntos de corte con el eje imaginario (Routh):
Ecuacion caracteristica: 1 + k - G(z) = 0;
L4k 0.05(z + 0.96) 0
(z—1)(z—-0.9)
72+ (0.05k —1.9)z+ 0.048k +0.9=0
22 =1.92+ 0.9 + k0.05(z + 0.96) = 0
2z |1 0.048k+0.9
z' 10.05k-1.9
2’ 10.048k+0.9
a) 0.05k-1.9=0 k =38 z? +0.048:38+0.9=0 z=1+il.65
b) 0.048k +0.9=0 k=-18.75 (0.05(-18.75)-1.9)z=0 z=0

7) Cortes con el circulo unidad (Jury):

22 +(0.05k —1.9)z + 0.048k + 0.9 =0

a) P)=0 1+0.05k—-1.9+0.048k+0.9=0 0.098k=0 k=0

22 +(0.05-0—-1.9)z +0.048 -0+ 0.9 =0
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22 -192+09=0

z=1
{Z =0.9 No tiene modulol

b) P(-1)=0 1-0.05k+1.9+0.048k +0.9=0 3.8-0.002k=0 k=1900
2? +(0.05-1900 —1.9)z + 0.048 -1900 + 0.9 =0

22 +93.12+92.1=0

z=-1
{z =-92.1 Notiene mddulo1
c) 0.048k +0.9=1 k=2.08

z? + (0.05-2.08 -1.9)z +0.048-2.08+0.9=0

72 17962+ 0.9998 = 0

z=0.898 + j0.440

Puntos de corte con la circunferencia unidad: 1, -1 y 0.898+j0.440

Representacion del lugar de las raices:
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EJERCICIO 7.8.

Un sistema de lazo cerrado esta formado por:

Gp(s) = Ll H(s)=e >

S+ —
5

y utiliza un mantenedor de orden cero. Dibujar el lugar de las raices del sistema cuando varia
K, indicando el valor de K en los puntos mas significativos. Periodo de muestreo 1 segundos.

R(s)

— O_> MOZ

G(s) €6 >

!

H(z)

—sT -2s

GH(z) = Z{l —° G(s)H(s)} _zolg) e
S

Z 1 Z 1 7 1
s(s+— s(s+— s(s+—
( 5) ( 5) ( 5)
1 Z 1 V4 z
Rl_ § Ts - 1 _ ATs :SZ—l
s(s+—)%7° s+-—27°¢
5=0 5 s=0
1 z 1 z z
Ro=l 6+ sl _(EZ_eSJ_ 1208187
s(s+-) 1 =—
s
z-1 z z z-1(z-08187)—(z-1) _z-0.8187—-z+1
@) 7’ { z—1 z—0.8187} 72 (z-1)(z-0.8187) z%(z—-0.8187)
GH(z) = — 0.9065
z°(z—-0.8187)

Ecuacion caracteristica: 1 + k - GH(z) =0
1) N° de ramas: 3, las tres tienden al infinito.

2) Puntos de inicio: 0 (doble) y 0.8187
Puntos de finalizacion: oo
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3) Lugar en el gje real: (-0,0.8187]

4) Asintotas:
~180(2q+1) 180(2q +1)

pP—z

0, =60°,180° y300°

Ypolos — Z )
o, = polos ceros:0818720.2729
p—z 3

5) Llegada y salida del eje real:

_ 2%(2-0.8187)

0.9065
2 (25 - 08187:%) = —— (32° — 1.63742)
dZ B 09065dz = ! “« 7= 0.9065 ~ . Z
k0 323 216374220
dz

Z1 = 0
z5 =0.5458 — Pto.de dispersion

Valor de K para el punto de dispersion zo.

Ko™ z°(z-0.8187) —0.5458%(0.5458 — 0.8187)
0.9065 0.9065

=0.0897

6) Puntos de corte con el circulo unidad:

Ecuacion caracteristica: 1+ K -GH(z) =0
0.9065

1+K— =
z°(z—0.8187)

0

z%(z—0.8187)+0.9065K =0 z* —0.8187z% +0.9065K =0

Aplicando el cambio z = I+ w

- W

3 2
W 08187 L5V ] 4 0.9065K =0
1-w 1-w
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(1+w)* —0.8187(1+ w)*(1—w) +0.9065K (1 — w)> =0
1+3w+3w? +w’ —0.8187(1+w —w? —w>) +0.9065K(1 — 3w + 3w? —w>)=0

(1.8187 — 0.9065K)w > + (3.8187 + 2.7195K)w? +
+(2.1813 -2.7195K)w + (0.1813 + 0.9065K) = 0

Tabla de Routh:
w? | 1.8187-0.9065K 2.1813-2.7195K
w? | 3.8187+2.7195K 0.1813+0.9065K
W' Z6.5739K2 ~5.9372K +8 0

3.8187+2.7195K
w? | 0.1813+0.9065K

0.1813+0.9065K =0 K=0.2 w=0 z=

~6.5739K* ~5.9372K +8 _ 0
3.8187 +2.7195K

~6.5739K* —5.9372K +8=0

K =0.7404
K, =—1.6436

Ecuacién auxiliar;
(3.8187 +2.7195 -0.7404)w2 +0.1813+0.9065-0.7404 =0

 140.3824j

5.8322w? +0.8525=0 w =+j0.3824 z= _
170.3824j

=0.744940.6672j = 1,4, g

El lugar de las raices completo del sistema se muestra en la figura.

1 T T T L e ——J__
T Im
0.8} !
// ! \\
l 0.7450+j0.6671
0 6 | 7 | \\
: ! K=0.7406 7
4 [} \
/ [} \
04 B /// i \\\
/I : \\\
0.2} : \
. ,I | ‘\
| ! Re}
0 x —
‘ 10 0.5458 0.8187 |
02 _\\ i K=0.0897 ,”'
\\ : /I
04F N\ i /
06F O :' 0.7450-j0.6671 ’
i K=0.7406
0.8} i
\\\\\ : ”’/z
|

1}
A
1
o
oo
o
»
1
o
N
©
N
o
o
N
o
~
o
o
o
fe s}
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EJERCICIO 7.9.

Para el sistema mostrado en la figura calcular el equivalente discreto utilizando periodo de
muestreo de 1 segundo y dibujar el lugar de las raices. Encontrar el valor positivo de K, tal
que los polos del sistema sean iguales. Calcular la constante de tiempo de dichos polos.

1

G)= s(s+1)

I&.Q_. MOZ G(s) e,

v

Calculo del equivalente discreto:

G(z):Z{l_e_STG(s)}:Z_IZ[ ! }

S z s*(s+1)

R _i $2 1 z _i( 1 z j 3
'ds s*(s+1)z—e™ , 9 s+lz—e™ )

_ —Z[(z—eST)+(s+1)(— TeST)" _ —-72(z-2)
(s+1P(z—e™f (z-1)°

s=0

S=

1 z 1 z z z
. (1) e
2 ( sz(s+1)z—eTs]s 2z ) z-e' z-03679

=1

G(Z)—Z_l —z(z—2)+ z 3 —(z—2)+ z—1 B
oz | (z-D* z-03679| | (z-1) z-03679]

= (z=-2)(z-03679) +(z-1)> —(z* —0.3679z -2z +0.7358)(z" — 2z +1)
- (z—1)(z—0.3679) - (z-1)(z—0.3679)

036792+ 0.2642

G(z) =
(z - 1)(z - 0.3679)

03679z +0.7181)
(z - 1)(z - 0.3679)

G(z)
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Lugar de las raices:
Ecuacion caracteristica: 1 +k - G(z) =0
1) N°deramas: 2, una de ellas al infinito.

2) Puntos de inicio: 1y 0.3679
Puntos de finalizacion: -0.7181 y oo

2) Lugarenelejereal:_ (-0, 0.7181]y [0.3679, 1]

3) Asintotas:

_180(2q+1) _ 180(2q +1)

0
a p-z 2-1

=180°

8) Llegada y salida del eje real:
__(z-1)(z-0.3679)
0.3679(z + 0.7181)

dk -1 d{z’-1.36792+03679)
dz  0.3679 dz z+0.7181

1 (2z-1.3679)(z +0.7181) — (z* —1.3679z + 0.3679)
0.3679 (z+0.7181)*

j—k =0 — (2z-1.3679)(z+0.7181) — (z> —1.3679z + 0.3679) = 0

Z
2z +0.0683z — 0.9823 — z% +1.3679z — 0.3679 =0
72 +1.43622-1.3502=0

z, =0.6479 — Pto.de dispersion
z, =-2.0841 — Pto. de confluencia

Los polos del sistema seran iguales, es decir, dobles en el punto de dispersion y
confluencia.

Para el punto de dispersion el sistema de lazo cerrado presenta dos polos en z=0.6479, para
este punto el valor de la ganancia sera:

K=‘ !
G(z)

0.1962

(z—1)(z-0.3679)| | (0.6479 —1)(0.6479 - 0.3679)|
0.3679(z+0.7181)|_ | 0.3679(0.6479+0.7181) |

z=0.6479 =0.6479
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Para el punto de confluencia el sistema de lazo cerrado presenta dos polos en z=-2.0841,
para este punto el valor de la ganancia sera:

R | z=1(z-03679)]
G@)| . | 03679z+0.718D)|
- ‘_ (=2.0841—1)(-2.0841 - 0.3679)| _

=15.0476
0.3679(-2.0841+0.7181) |

En este caso al estar los polos fuera del circulo unidad el sistema de lazo cerrado presenta
un polo doble inestable.

1.5

0.5

EJERCICIO 7.10.

La figura muestra un sistema de control de didéxido de carbono para una camara
medioambiental usada para estudiar el crecimiento de las plantas.

R(s) 1 C(s)
+5 30s(s +0.1)
V(s)
TRANSDUCTOR

El transductor lineal se ha calibrado para proporcionar una tensiéon v de 5V cuando la
concentracion de didxido de carbono c es de 400 ppm, y se sabe que tiene un retardo de 10
segundos, requerido por la instrumentacion para analizar una muestra de aire y determinar su
contenido de dioxido de carbono.
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Se desea controlar por computador dicha planta utilizando un periodo de muestreo 5
segundos.

a) Encontrar la funcion de transferencia del transductor o)
S

b) Dibujar el diagrama de bloques del sistema discreto equivalente indicando funciones de
transferencia y variables.
c) Dibujar el lugar de las raices .

Por ser lineal la relacion entre la concentracion de dioxido de carbono y la tension de
salida, la funcion de transferencia serd de la formaV(s)=K-C(s), y como ademas el
transductor posee un retardo de 10 segundos, esto correspondera a afiadir un término de la

formae™'%

La relacion de proporcionalidad K se obtiene de una salida de 5 voltios para un
concentracion de entrada de 400 ppm.

Luego la forma final de la funcion de transferencia del transductor sera:

V(S):ieflos
C(s) 400
4 GGs) _z-1 1
G@ ==z )2 Res— ===z )2 Res o von) ~ 302 = 25400
d| , 1 1 =Tz )+ +00) (=" 27 T)

R,

=—1|Ss
ds| s*(s+0.1)1-¢" -2 (s+0.1)*1—-e - z7")?

s=0

—(1-zYH+z1.05 1527'-1 (1.5-2)z
- N2 7 =100 2
0.01(1-2z") 0.01(1-2z") (z-1)
1 I R
s2 s+ 1-eTzt| | 2-0.6065

R, =(s+1)

G(Z):z—l 100(1.5—z)z+100 z :100[1.5—z+ z-1 }:
30z (z—-1)? z—0.6065| 30| z—1 z—0.6065
_10 (1.5-2)(z—0.6065) + (z—1)* _101.52—-0.9098 —z* +0.6065z +z* -2z +1
3 (z—1)(z - 0.6065) 3 (z—1)(z - 0.6065)

~0.355(z + 0.8469)

G(z)=
(z-1)(z-0.6065)
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Para el equivalente discreto del lazo abierto:

GH(») =(1- 2T Res ¥ _(1_, )R e
=(- =(l-z es =
‘ ‘ " 400-30s? (s +0.1)

—_ 1)y 2 _ 1

2400z s“(s+0.1)  2400Z° s“(s+0.1)

GH(z)=—2=1 | 10092292 1002 =
2400z° (z-1)? z —0.6065

_ 100 {1.5—z+ z—1 }_L 0.1065z + 0.0902
2400-z*| z-1 z-0.6065] 24 z2(z-1)(z—0.6065)

0.0044(z + 0.8469)

G =
HE) z%(z-1)(z - 0.6065)

El diagrama de bloques del sistema discreto se muestra en la figura:

R(z) E(z) C(s)
MOZ G(s)

v

V@ ey VO
: ! H(s)

Lugar de las raices:

1) N°de ramas: 4

2) Puntos de inicio: 0 (doble), 0.6065, 1

3) Puntos de finalizacion: -0.8469 , «

4) Lugar en el gje real: [-o0,-0.8469] y [0.6065 , 1]
5) Asintotas:

18029 +1) 180(2q+1)

0, i1 180°
Pz B 300°
o, = Ypolos — Xceros _ 0+0+1+ 0.206f —(—0.8469) _ 08178
p-z -
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6) Puntos de dispersion y confluencia:

Ko 22 (z—1)(z-0.6065) -1 z*'-1.6065z" +0.6065z>
0.0044(z + 0.8469)  0.0044 z+0.8469
K _o
dz

(4z° —4.81952% +1.213z)(z + 0.8469) — (z* —1.60652> +0.60652*)=0

3z* +0.17462° —3.4751z> +1.0273z=0

z1=0

72 =0.3331 No pertenece al lugar directo de las raices.
z3=0.8370

z1 =-1.2283

7) Cortes con la circunferencia unidad:

Ecuaciodn caracteristica:
' 0.0044(z + 0.8469) 0

1+k >
z-(z—-1)(z - 0.6065)

2% (z—1)(z — 0.6065) + 0.0044k (z + 0.8469) = 0

z* —1.60652° + 0.6065z* + (0.0044z + 0.00372636)k = 0

1+w

Para aplicar el criterio de Routh se realiza el cambio: z= .
-w

4 3 2
W 6065 Y ] 1 0.6065 Y ) 1] 0.0044 LY |4 0.00372636 [k = 0
1-w 1-w 1-w 1-w

(1+w)* —1.6065(1+ w)* (1 - w) + 0.6065(1 + w)*(1 - w)* +
+ [0.0044(1 +w)(1—w)® ++0.00372636k(1 — w)4]k =0

3213w +7.213w> +4.787w? + 0.787w +
+(=0.00067364w* —0.00610544w°> +0.02235816w> —0.02370544w + 0.00812636)k = 0

(3.213 - 0.00067364K)w* + (7.213 — 0.00610544k)w> + (4.787 + 0.022358 16k )w> +
+(0.787 — 0.02370544K)w +0.00812636k = 0

Tabla de Routh:
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41 3.213-0.00067364k 4.787+0.02235816k 0.00812636k

W
w3 | 7.213-0.00610544k 0.787-0.02370544k
w2 a 0.00812636k
w! b

W

0 0.00812636k

, _ (7:213-0.0061054k)(4.787 +0.02235816k) — (3.213 — 0.00067364k)(0.787 ~ 0.02370544k) _
7.213-0.00610544k

- 0.0001524753k* +0.2087384k + 32
7.213-0.00610544k

(7.213 - 0.00610544k)(0.00812636k)

b =0.787 - 0.02370544k — 5
—0.0001524753k” +0.2087384k + 32

Analizando la tabla :

1)0.00812636k=0 k=0 w=0 z=1

(7.213-0.006k)*(0.0081k)
~0.00014972k? + 0.2077843k + 32

2) b=0.787-0.0236k —

(0.787 — 0.02370544k)(=0.0001524753k> + 0.2087384k + 32) —
—(7.213-0.00610544k)?(0.00812636k) = 0

0.000003311573k> — 0.004352488k* —1.01709k +25.184 = 0
k =22.61068
k =1513.885
k =-222.1692

Sustituyendo en la ecuacion auxiliar formada por la fila anterior:

[— 0.0001524753k”* + 0.2087384k + 32

w2 +0.00812636k =0
7.213-0.00610544k

Para k=22.6168: 5.179083w” +0.1837425 =0 w = £j0.1883555

,_ltw _1£0.1883555
I-w 17 j0.1883555

z=0.93+0.36

Para k=1513.885: 0.7114749w* +12.30237 = 0 w =1j4.158289
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,_Ltw _1£4.158289
I-w 17 j4.158289

La figura muestra la forma final del lugar de las raices:

z =—0.89 + j0.45

_________________________________ x

0.8940.45 ]

7’

prae

0.6065
0

8370/

0.93-j0.36 //

EJERCICIO 7.11

Siendo G(s) la funcioén de transferencia de lazo abierto, dibujar el lugar de las raices del
sistema de lazo cerrado, aplicando un mantenedor de primer orden para la funcion de

transferencia del equivalente discreto de la planta.

1

)= D12

Periodo de muestreo: T =0.1seg

El calculo del equivalente discreto aplicando un mantenedor de primer orden puede verse en

el ejercicio 3.7

0.0058(z — 0.3530)(z + 1.3185)

G(z) =

2(z — 0.8187)(z — 0.9048)

Ecuacion caracteristica: 1 +k - G(z) =0
1) N°de ramas: 3, una de ellas al infinito.
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1) Puntos de inicio: 0, 0.8187 y 0.9048
Puntos de finalizacién: 0.3530y -1.3185

3) Lugaren el eje real: [-o0, 1.3185] [0, 0.3530] [0.8187,0.9048]
4) Asintotas:

, _180Q2g+D) _180Q2g+1)

; =180°
p—z 3-2
5) Llegada y salida del eje real:
z(z—0.8187)(z—0.9048) z° —1.72352% + 0.7408z

T 0.0058(22 +0.96552— 0.4655)  0.0058(z> + 0.9655z — 0.4655)

&K _H
dz
—(32° —3.4477+ 0.7408)(z" +0.9655z — 0.4655) + (z° —1.72352> +0.7408z)(2z + 0.9655) _

0.0058(z* + 0.9655z — 0.4655)*

0

z* +1.931z° — 38013z +1.6046z — 0.3448 = 0

le =0.8606 Punto de dispersion
z, =—32586  Punto de confluencia
z,,=02335%j0.2616

6) Interseccion con el circulo unidad:

Ecuacidn caracteristica:

0.0058(z* +0.9655z - 0.4655)

1+K 3 5
z°—=1.7235z" +0.7408z

2> —1.7235z% + 0.7408z + K - 0.0058(z> + 0.9655z — 0.4655) = 0

2° +(0.0058K — 1.7235)z> + (0.0056K + 0.7408)z — 0.0027K = 0

1
Realizando el cambio: z = W
-w
T+w ’ L+wY 1+w
+(0.0058K —1.7235) —— | +(0.0056K +0.7408) —— |- 0.0027K =0
1-w l—w 1w

(1+w)’ +(0.0058K —1.7235)(1+ w )’ (1 - w) + (0.0056K + 0.7408)(1+ w )1 — w)* —
~0.0027K(1-w)’ =0

w2 +3w? +3w + 1+ (0.0058K —1.7235)(-w> —w? + w +1) +

+(0.0056K +0.7408)(w> —w? —w +1) —0.0027K(-w" +3w? 3w +1)=0
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w? (1-0.0058K +1.7235 + 0.0056K + 0.7408 + 0.0027K) +

+w?(3-0.0058K +1.7235 — 0.0056K — 0.7408 — 0.008 1K) +
+ w(3+0.0058K —1.7235 - 0.0056k — 0.7408 + 0.008 1K) +
+1+0.0058K —1.7235 + 0.0056K + 0.7408 — 0.0027K =0

w2 (3.4643 +0.0025K) + w*(3.9827 —0.0195K) + w(0.5357 + 0.0083K) + 0.0173 + 0.008 7K = 0

w3 3.4643 + 0.0025K 0.5357 + 0.0083K

w? 3.9827-0.0195K 0.0173 + 0.0087K
1

W 0.5357 +.0.0083K — (3.4643+0.0025K)(0.0173+0.0087K)

3.9827-0.0195K

w 0.0173 + 0.0087K
a) 0.0173 +0.0087K =0 K=-1.9885 pertenece al lugar inverso

(3.4643+0.0025K)(0.0173+0.0087K) 0
3.9827-0.0195K

b) 0.5357+0.0083K —
(0.5357 +0.0083K)(3.9827 — 0.0195K ) — (3.4643 + 0.0025K )(0.0173 + 0.0087K ) = 0
0.0001836K> + 0.0075724K —2.0736 = 0

K, =87.6341
K, =-128.8781

Para K=87.6341 se forma la ecuacién auxiliar;

(3.9827—-0.0195-87.6341)w” +(0.0173+0.0087 - 87.6341) = 0
2.2738w” +0.7797 =0 w =] 0.5856

Deshaciendo el cambio:
_I+w  1+30.5856

7 = =
l1-w 1-j0.5856
6) Interseccion con el eje imaginario: Aplicando Routh

Ecuacion caracteristica: z° +(0.0058K —1.7235)z” + (0.0056K + 0.7408)z — 0.0027K = 0

2 1 0.0056K-+0.7408
2 0.0058K-1.7235 -0.0027K
2| oosex 0.0027K
' 07408+ 0058 K — 17235
2 -0.0027K

a) -0.0027K=0 K=0 z=0
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0.0027K

b)  0.0056K +0.7408 + =
0.0058K —1.7235

(0.0056K +0.7408)(0.0058K —1.7235) + 0.0027K =0
0.00003248K > —0.00265496K —1.276769 = 0

K, =-161.564
K, =243.3054

Formando la ecuacion auxiliar:
(0.0058 - 243.3054 - 1.7235) z% - 0.0027 - 243.3054 =0

0.31233 22+ 0.65692=0 z=+j1.45

La figura muestra el lugar de las raices completo del sistema:

e
(@]
T

o
(¢}
T
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