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EJERCICIO 9.1

Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

Se tiene un sistema cuya funcion de transferencia en lazo abierto es la siguiente:

G(z) = 0,017 — 2+ 0876

(z—1)(z—0.6703)

- . zZ+a ,
Disefiar un controlador del tipo D(z) = K—— para que las raices del lazo cerrado del
sistema se sitien en el punto:

p=0.51584j0.4218

El calculo del lugar de las raices del sistema inicial puede verse en el ejercicio 7.3.

0.6}
0.5 (0.5158+j0.4218)
0.4} e
0.3 7 LN
0.2f /,/’/’ I“ \\\
01t \e L O Op1
0 o X X
-0.876 06703 1
01}
1 05 0 0.5 1
0.4218
0, =180°-arctg -

=138.52°
0.5158

421
0,, =180°—arct 04218

=109.84°
0.6703-0.5158

0.4218
0, = arctg

=17.10°
0.876+0.5158
Suma de contribuciones en P:

D Oceros = O Opotos =17.10—-138.52-109.84 = —231.26°

El controlador debe aportar los grados que faltan hasta cumplir el criterio del argumento,
es decir, hasta llegar a 180°.

180°-231.26°= -51.26°
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

El controlador debe aportar +51.26°.

Red elegida:

D(z) =K

zZ+a

z+P

Cancelando el polo en z=0.6703 con el cero del controlador:

061
0.5r (0.5158+j0.4218)
0.4f iy
0.3} P /’/ /// \\“ \\\
0.2} 7 ) \
01t . - /// 9 ‘\‘ e , \\\\ ep] _
- ez // p3 h p \\\
L e AN N
-0.876 B 0.6703 1
0.1
1 0 05 1
Z 9ceros - Z epolos =180°
17.10—-138.52 — 9p3 =180°
9p3 =-301.42°=58.58°
421
g58.66°= — 4218
0.5158
B =0.2589 a =0.6703
D(z) =K z—0.6703
z—0.2589
‘ 0.017(z + 0.876)
K |- - — — =1
(z —0.2589)(z — 1)

z=0.5158+;0.4218

K=12.40

D(z) = 1240227 0.6703
2—0.2589




Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

EJERCICIO 9.2

Calcular el regulador PD, discretizado por Tustin, para que el sistema de lazo cerrado
representado en la figura presente un comportamiento similar a un sistema de segundo orden
con un maximo sobreimpulso del 30% y un tiempo de pico de 0.3 segundos (T=0.1 seg).

Regulador

R(s) AQ) 62) C(s) R

Y

)
+\/

Computador

Glz) = L1212-0479)
(z—0.904)(z — 0.818)

Ver ejercicio 7.4 para la construccion del lugar de las raices.

Expresion del regulador PD continuo:  A(s) =kp (1 + Ty s)
z z—1
Tz+1

Discretizacion por Tustin: s =

Como T = 1 segundo:

. 2z-—1 z+a
A(-:»)zkp(lJerF?*l)_k

Célculo del punto de trabajo:

K,===3 a=2-60
3

Q|a

To

My=¢ ¢ =03 o=--In03=0401 ¢°=0.67
T

P, =0.335+j0.58

Aplicando el criterio del argumento:

6, =180- arctgL =134.45°
! 0.904 - 0.335
0, =180- arctgL =129.78°
? 0.818-0.335
0.58
8. =180 — arctg = 103.94¢
e 0.479 — 0.335

0, = arctgﬂ =23.48°

b3 0.335+1
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0.8
0.6

T
\

A Y
A\

0.4 P

Ps Z
-0.2

-0.4

-0.6

1D, -

ZQ-—ZBF, = —180"

9.’:; + 9:—:: - (9;;_ + 9;1: - 9;13:) = —180¢

0, =363.77°=3.77°

z

0.58

tg3.77 =—— x=8.8 a=8.46
X

_ ’ 1 | _ |(z—0.904)(z— 0.818) (z + 1)
G _yaneajose | 0121(z—0479)(z+846) | _ .

(z+8.46)

A(z) =14 s
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EJERCICIO 9.3

Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

Para el sistema continuo en lazo cerrado, con realimentacion unitaria, cuya funcion de
. . 1 : .
transferencia de lazo directo es G(s) = — y su equivalente discreto G(z) =

+1
de muestreo 1 segundo). Disefiar, empleando el lugar de las raices, el controlador PD discreto
(discretizado mediante el operador

1 z

Em (periodo
derivada) para que el
especificaciones de funcionamiento equivalentes a presentar un par de polos complejos
conjugados en 0.84j0.2.

sistema cumpla unas

Ver ejercicio 7.5 para el equivalente discreto y el lugar de las raices.
Expresion del regulador PD continuo:

A(s)=kp (1 +Tas)
Discretizacion por operador derivada: s =

lz—l

z
Como el periodo de muestreo es 1 segundo:

A(z):kp(l+Td%Z;1j:kp

z+T;z-T, _k z(Ty+1)-T; . z+a
z

k=k,(Ty +1)
k T
P z z a=—1
1+ T,
Se aplica el criterio del argumento para calcular la posicion del cero a del regulador:
0.8+j0.2

0.2} - ]
0.1

0.5
0,

= arctg% = 6.34°
1.8

0

P

= arctg% =14.036°
0.8

0.2
p, =05, = 180—arctgf =135
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

k:‘

El regulador continuo:

>6,->.6,=180°
0, +6, —(6, +6, +6, )=180°

6.34+6, —(14.036+135+135)=180°

PT T4l 478+1

|A(s) = 0.06(1+4.78s)|

02 ©
0, =457.7°=97.7°
X
tg7.7 = —
s 0.2
x=02tg7.7=0.027 97.7°
a=08+x=0.827 0.8 a
_1\2
! |- | ~0.36
G @, 5.0, 052082z +D)| o
A(z) = 0.362+9.827)
Z
- o 0827 _
l-a 1-0.827
k 0.36
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

EJERCICIO 9.4

Se desea controlar por computador un sistema de posicionamiento de sensores. Para ello se
dispone de un sistema sensor de posicion y transductor cuya funcién de transferencia es la
unidad y se ha calculado el equivalente discreto de la funcion de transferencia de la dindmica

del sistema, siendo la que se muestra a continuacion:

(z+0.25)(z — 0.743)(z + 3.442)
(z-1)*(z> —1.412z + 0.545)

G(z)=0.15

Disefiar mediante el lugar de las raices, un controlador PID (discretizado por el operador
derivada) para que el sistema se comporte en lazo cerrado como un sistema de segundo orden
subamortiguado con los polos situados en 0.901£j0.072 y tal que el error en estado
estacionario ante una entrada aceleracion de amplitud 0.5 sea de 0.01. Indicar el tiempo de

anticipacion y la frecuencia de repeticion obtenidos.

Expresion del regulador PD continuo:  Ai(s) =k, (1 + Tq's)

Discretizacion por operador derivada: s = %Z—_l
V4
K, =k, (Ty +1)
1z-1 z+Tyz-T, z2(Ty+1)-T;  z+a
A1(2)=kp(1+Td¥Tj=kp . =k, S =K a=_1d
1+ T,

Aplicando el criterio del argumento se calcula el valor de a para que el lugar de las raices
pase por el punto de funcionamiento deseado.

025 T T T T T T T T
0.706+i0.25 %L
. +10.
02} ] \ |
‘\
1
0.15} \ l
!
o1 0.904+0.072 1
R
oo - : ::,;:/;55/ /:‘\\ epl,2 4
—————— R PP s i
—————————————— 0.5 B ,1:92 4720, ‘\p ,’,' m
o1 o ol L bl
3.442 a 2025 0.743 1
]
-0.05} ', |
!
]
01} : |
."
-0.15} :, |
:' 694
'02 - ) ’( |
0.706-0.215 xl—
'025 1 L 1 1 1 1 L |

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

0.072

0. =0_ =180—arctg] ————
Pk g(1—0.901

j= 143.97°

0.215-0.072
0, =arctg ———
’ 0.901-0.706

j =-36.25°

21 072
0,, = arctg 0215+0.072 =55.8°
¢ 0.901-0.706

0, =arctg 0072 =4.568°
: 0.901

0.072
0.901-0.743

0, = arctg[Mj =3.58°
? 0.901+0.25

0, = arctg( ] =24.49°

0, = arctg(ﬂj =0.95°
3

0.901+3.44
>6,+> 6, =180° 6, =180+312.058 —29.02 = 103.04
tg76.93°= 2072
X
0.072 x =0.0166
76.96° a=09176
0.901 a
k=|— Lz _
G (@|,0001ej00m |27 088NC@)] 501, 10072
| (z—1)2(2% —1.4122+0.545)z | ol
10.15(z +0.25)(z - 0.743)(z + 3.442)(z - 0.8844)| __ soio0n
A(z) = 01270884
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

Para el regulador PI continuo: A,(s) =k, (1+ TL)
'S

1

. ) ) 1z-1
Discretizando por el operador derivada hacia atrds: s = ? z
z
S
(z— k, (T+T)z-T, k,(T+T, ‘
A =k, (1+ ! )=k, Tz+Ti(z-D | _k, (T+T)z-T, _k,(T+T)  (T+T)
z-1 Ti(z—-1) T; z-1 T, z—1
"'Tz
KZ:kp(T+Ti)
z—b T
A Z :K 1
S T
(T+T)

El criterio de disefio sera poner el polo y el cero muy proximos entre si para que apenas
deformen el lugar de las raices obtenido al aplicar el regulador PD.

A,(2) =K, 2 _]f con b=0.98
Z_

De esta forma la ganancia K> serd muy proxima a 1:

z—-0.98

z—1

A,(2) =

El regulador total est4 formado por los dos reguladores anteriores  R(z) = A; - A,

z—0.884 z-0.98

R(z)=0.1
z z—1

EJERCICIO 9.5

Disefiar un regulador, discretizado por el operador derivada, por el lugar de las raices para que
el sistema continuo que viene dado por su funcion de transferencia G(s) se comporte como un
sistema de segundo orden con un maximo sobreimpulso del 4.3%, un tiempo de pico de 2.4
segundos y un error ante entrada de velocidad de 0.4. Utilizar un periodo de muestreo de 0.1
segundos.

G(s) = I S
s(s+1)(s+3)
Discretizacion:
z—1 1 z—1 . 1 z
G(z) = 7 > = Z Residuos| — -
z s“(s+1)(s+3) Z poras s“(s+1)(s+3)z—¢°
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

d| » 1 z —7(4z—-4.3)
Ry=—Is"— —on | T ol 2
ds| s"(s+1)(s+3)z-e"" | 9(z-1)
1 z 1 z
Ry=(+D) B 0.ls| T 500048
s“(s+)(s+3)z—e"| _ | 22-0.9048
1 z -1 z
Ry=(s+3)3 B O.ls| TUR 50 740R
s“(s+1)(s+3)z—e 7| _, 182z-0.7408

z—1|-z(4z—-4.3) 1 z -1 z
G(z) = S+ +—
z 9(z-1) 2z-0.9048 18 z—-0.7408

~0.00015(z +0.2415)(z +3.3904)
(z—1)(z — 0.9048)(z — 0.7408)

G(z)

Para el regulador continuo R;(s)=kp(1+Tys) aplicando el operador derivada hacia

Tz+Td(z—1)j _ky (T+T)z-Ty

z-1 z-1
atrds s = — tendremos R, (z2)=k (1+T,—)=k
1( ) p( d TZ) p[ TZ T 7

Tz
Como el periodo de muestreo es de 0.1 segundos quedara:

K =10k,(0.1+ T,)
Z—a

R,(z) =K T,
a=—-"5%“—
(0.1+Ty,)
Modelo transitorio deseado:
2.4 08 o
t =K T=24 K =—=24 Kp:—:24 oa=—=0.131rad
poe oo a 24
Mp —e @ =0.043 3.147:E c=0.131 e =0.877
a

pr =¢ °cosatje °sena =0.87+j0.114

El lugar de las raices inicial queda de laforma:
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

El punto de trabajo no pasa por el lugar de las raices inicial, por tanto no es posible ajustar
un regulador proporcional para que cumpla las especificaciones.

Disefio del regulador:

‘ ' ' ' 0.87+0.114
0.1F A
0.05( S e
3.39 a 0242 741 .905 1
-4 -3 -2 -1 0 1
114
0, =180°—arctg 0 =138.75°
! 1-0.87
114
6,, = 180°—arctg— 10 _107.07°
0.905-0.87
0.114
0 ; =arctg———— = 41.46°
P S0 87-0.741
0.114
0, , = arct =747°
e 5 0.87
114
0, = arctgo— =5.85°
0.242+0.87
0, = arctgi =1.53°
3.39+0.87

>.6,->6,=180°
(5.85+1.53+6,)-(138.75+107.07 + 41.46 + 7.47) = 180
7.38+6, —294.75 =180

0, =467.37°=107.37°
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

, 0.87+0.114
tg72.63 = 114
X
x =0.036
a= 0.87 + 0.036 = 0.906 107.37°

Calculo de la ganancia del regulador aplicando el criterio de mddulo para que los polos de
lazo cerrado pasen por el punto de trabajo deseado.

o1
' |G(@R(2)

z=0.87+j0.114

=36.46
2=0.87+j0.114

| z=1)(z-0.905)(z-0.741) z |
' 10.00015(z + 0.242)(z + 3.390) (z — 0.906)

R, (z) = 36.462=9200

Error de velocidad del sistema con el regulador:

0.00015(z + 0.242)(z + 3.390) 36.46(z — 0.906)

Ky =1lim(z-1)G(z)R(z) = lim(z -1 =0.114
v =lm(z-DG(2)R(z) = I )(z—l)(z—0.905)(z—0.741) z
ev=l=L=0.88>0.4
K, 0.114

v

El error est4 por encima de las especificaciones pedidas y por lo tanto es necesario introducir
un regulador PI.

Para el regulador continuo  R(s)= kp(1+TL) aplicando el operador derivada hacia
S

1

. Tz+ T, (z-1 k, (T+T)z-T,
atras s = z-1 tendremos R(z) =k (1+ 1 )=k, z+Ti(z=1) = S T+T)z-T,
Tz T-Z—_l T(z-1) T z—1
"' Tz
Y como el periodo de muestreo es de 0.1 segundos quedara:

K = k,(0.1+T))
z—a T
R(z) =K !
() =K"= o
T (0.1+T)
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

El criterio de disefio para que no modifique la forma del lugar de las raices obtenida con el
regulador PD sera situar b muy proximo al z=1, por ejemplo b=0.995, siendo en este caso
Ki=l1.

z—-0.995

R,(2) = 71

Luego el regulador completo sera:

z—-0.906 z-0.995

R(z) =36.46
z z—1

La figura muestra en linea continua el lugar de las raices una vez afiadido el regulador PD y
en linea de punto y raya el lugar de las raices inicial.

5 T

La siguiente figura muestra la forma del lugar de las raices una vez que ha sido incluido el
regulador PID completo.

5 T T T T T T

4} _

3r J

3F ]

5 . 1 1 . 1
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

Puede observarse que al introducir la parte correspondiente al regulador PI apenas se modifica
la forma del lugar de las raices, por lo que el sistema con regulador seguird pasando por el
punto de trabajo.

EJERCICIO 9.6

Se pretende disenar el sistema de control de posicién de una antena cuyo modelo discreto con

mantenedor de orden cero es el siguiente:
G(2) = 0.05 z+0.96

(z—1)(z—-0.9)

Las caracteristicas de funcionamiento deseado son equivalentes a un sistema de segundo
orden con los polos en 0.4£j0.46. Disefiar un controlador PD discretizado por el operador de
Tustin, para que el sistema cumpla las especificaciones deseadas.

El lugar de las raices inicial puede verse en el ejercicio 7.7.

i . . 2 z-1
Para el regulador continuo R,(s) = kp(l+Tds) aplicando el operador de Tustin s = ¥—Z "
zZ+
tendremos:
- - k T-2T,
R(z):kp(1+ngZ 1):kp T(z+1)+2T4(z-1) :_p(T+2Td)Z+( 1)
Tz+1 T(z+1) T z+1

Luego la forma del regulador sera:

z+a

‘R(z) =K

z+1

Para que los polos de lazo cerrado pasen por el punto de funcionamiento deseado se aplica el
criterio del argumento al sistema completo anadiendo el regulador. El polo del regular viene
ya impuesto en z = -1 y queda por ajustar mediante el criterio del argumento el cero del
regulador.

0, =180 —arctg

6 =142.52°
4
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

0.46
0., =180 —arcte— >0 _ 1373090
p2 £09-04

0.46
0 _. = arct =18.19°
p3 = AT 04

4
0, = arctgL =18.69°
0.96+0.4

Zceros - Zpolos =180°
18.69+6, —(142.52+137.39+18.19) =180
18.69+6, —298.1 =180

0, = 459.41 = 99.41 0.4+j0.46

280,59 = 240
X

x =0.076

a=0.4+0.076 =0.476

La ganancia a anadir al regulador se calcula aplicando el criterio del mddulo:

K=‘; _|z-D@Ez-09) (z+]) | s
G@R(@)|, g4, j045 10:05(z+0.96) (z=0.476)|_y . 0 46
R(z) = 22.67=0476

La figura representa el lugar de las raices del sistema compensado. Puede verse como el lugar
1

08 4

06 0.4+j0.46 1

04 | E
0.2 .
| n U
0.5

02

04 |

-06 |

-08 |

1 . .
- 1 1.5 2
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

de las raices pasa por el punto de trabajo.

La siguiente figura muestra una comparativa entre la forma del lugar de las raices inicial
(trazo discontinuo) y el obtenido con el compensador (trazo continuo).

2 ,  — — ,
' A4+j0.46%

0.5} '\ 1
0 -

-0.5F "\.‘. e
Ak i
) S S Pl

4 3 2 -1 0 1 2

EJERCICIO 9.7

Para un sistema de control discreto con realimentacion unitaria y una funcion de transferencia
de lazo directo dada por la siguiente expresion:

6(2) = (z+1.2)
 2(z-0.5)(z+0.3)

Calcular un regulador PD discreto discretizado por el operador derivada hacia atras para que
el sistema en lazo cerrado funcione como un sistema de segundo orden con un maximo
sobreimpulso del 25%, un tiempo de pico de 4 muestras y con un error en estado estacionario
ante una entrada escalon unidad igual al del sistema sin controlador.

Para el regulador continuo Rj(s) =k,(1+Tgs) aplicando el operador derivada hacia

TZ+Td(z—1)j _ K (T+Tz-T,

z-1 z-1
atrds s = — tendremos R, (z2)=k (1+T,—)=k
1() p( d TZ) p( TZ T 7

Tz

Luego la forma del regulador discreto equivalente sera:

Z—a

‘R(Z) =K

Punto de funcionamiento deseado:

K, =4 K,=—=4 o=

o
NG|
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

no

Mp=25% Mp=¢e ¢ =0.25
¢*0 =025 =-00-25

N

e * =025

=0.3466 e ® =¢ 03 —.7071

P, =¢ °(cosat jsena)=0.5%j0.5

La figura muestra el lugar de las raices inicial del sistema sin regulador donde se observa que
no pasa por el punto de trabajo deseado.

15 .
1+
0.5+j0.5
0.5 .
0
0.5-0.5
0.5} .
At
15 ‘ . ‘ ‘
2 15 -1 0.5 0 0.5 1

Aplicando el criterio del argumento para que el punto de trabajo deseado pase por el lugar de
las raices, se obtiene la posicion del cero z=a:

T T T
0.5+j0.5
051 i 1
RatZat
P //’ "
/// // /I l‘\
0.4} A :
s VA 1\
4 s [
/’/ s [
0.3 AV
. B \ -
7 P N
PR / / N
// / / | \
- 4 / \
e ’ / | \
0.2f e S .
//// /// II | \\
i ’ / : \
e J / H \
01 ol , / \ \ 4
- ,/ / 1 \ 0,
- z1 / 3 / 2 1\
. ’V\ 0 , "\ep /H\ep | Oy
0 G/ V4 g ,‘n
-1.2 -0.3 0 0.5 a
_O 1 1 1 Il
-1 -0.5 ) 0.5

0, =90°

0.5 o
0, =0, = arcth =45
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

= arctgL =32°

pd 0.5+0.3

=16.39°

0

+1.2

0, = arct
z1 g 05

ZCeros—Zpolos =180°
16.39+6, —(90+45+45+32) =180

0, =375.61=15.61°

tgl5.61 = 0.5
a+0.5
a= 0.5 -0.5=1.28
tgl5.61

Aplicando el criterio del modulo se calcula el valor de la ganancia del regulador:

K :‘ 1 _|#z-05)z+03) 2 | _0.07
G@R@)|,_gs. 05 (z+12)  (z+1.28)] 5,0
R(z) = 007227128

La figura muestra la forma del lugar de las raices del sistema compensado donde puede verse
que pasa por el punto de trabajo indicado.

_1 1 1 1 1 1 1
12 -1 -08 -06 -04 -02
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Diserio de Reguladores por el Lugar de las Raices

EJERCICIO 9.8

Un sistema de lazo cerrado que utiliza un mantenedor de orden cero esta formado por:

Gp(s) = K H(s)=e ™
p 1 y )
S + g

Disefiar un regulador digital D(z), equivalente a un PI continuo discretizado por el operador
derivada hacia atras, para que introducido en la cadena directa del sistema, la respuesta ante
un escalén unitario sea similar a la de un sistema de segundo orden con un méaximo
sobreimpulso del 5.25% y un tiempo de establecimiento de 9 segundos. Periodo de muestreo
2 segundos.

Ver ejercicio 7.8 para la discretizacion y lugar de las raices inicial.

0.9065

GH(z) =
z"(z—0.8187)

Para el regulador continuo  R(s) :kp(l+TL) aplicando el operador derivada hacia
S

1

1 . (TZ+Ti(Z—I)J_kp (T+T)z-T,
p

atras s = z-1 tendremos R(z) =k, (1+——) =

iTZ

Y como el periodo de muestreo es de 2 segundos quedara:

v @ T;
R(2)=K— -
a=————-—
(_l _T;'_)

Aplicando las condiciones de régimen transitorio se obtiene el punto de trabajo:

1 o 9
_no _ﬁ 2
Mp=e % =e % =0.0525 —~ =1n0.0525
9a,
TCZ
a=-——=0.3721rad/s
91n0.0525

T

e®=e % =0.7053

Pagina 161



Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

El punto de trabajo sera:

P, =€ “cosatje “sena = 0.7053c0s0.372

P, =0.657 + j0.2564

+j0.7053sen 0.372

El lugar de las raices del sistema inicial con el punto de trabajo deseado se muestra en la

figura. Puede verse que dicho lugar de las raices no pasa por

los puntos indicados.

05}
04rF
0.3+
0.2+
0.1

-0.1
-0.2
-0.3
-04
-0.5

0.5

Aplicando el criterio del argumento al sistema con regulador se

del regulador.

calcula la posicion del cero

0.3F ; - - -
0.657+j0.2564
0.2}
01}
i Vil \ep‘l 2 /”b\ez
OF------- X:/_ _________________ é _____________
0 a .
0 0.2 0.4 0.6
0.2564
0, =6,, = arctg P =21.3187°
0.2564
0,; =180 —arctg =122.2378°
0.8187-0.657
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0, —arctg— """ —143.2211°
pd 810657

>6,->6,=180°
0,-(0,+0,,+0,;+6,,)=180°
0,—(2-21.3187+122.2378 +143.2211) =180
0, = 488.0963°=128.0963°

tg(180—-128.0963), = 02564 _ 1.2755 a=0.8580

a—0.657

Aplicando ahora el criterio del modulo se calcula la ganancia necesaria para que los polos del
sistema compensado pasen por el punto de trabajo.

2 —
k:‘ 1 _|Zz-08187)z )| 09186
G (2) 2=0.657+0.2564 0.9065(z - 0.8580) 2=0.657+j0.2564
R(z) = 02186 2= 9880

La forma del lugar de las raices una vez aplicado el regulador se muestra en la figura. Puede
verse que pasa por el punto de trabajo deseado.

0.5

04r
03 0.657+j0.2564
0.2

01

0 _____
_01 L
_02 L
0.657-j0.2564
_03 L

0.4}

I T S

-0.5

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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EJERCICIO 9.9

Dado el siguiente sistema discreto:

R(z) C(2) S

D(z) Gi(2) F(O)— Gi(»)

+ +°
T— Ga2(2)

G3(z)

A

G@)=—L" G2 =§ Gs(2) =§

=}

Disefiar un regulador discreto D(z), equivalente a un PI continuo discretizado por el operador
derivada hacia atrés, para que utilizando un periodo de muestreo de 1 segundo se obtenga una
respuesta como la que se muestra en la figura.

z
Gu(2) = ﬁ

1.3
Respuesta del sistema con Pl ante escalén unitario
1.2
1.1354{------- o 5
1.1 o o
0.9
08| |
0.7
0.6
0.5
0.4%
0 5 10 15 20
Tiempo (segundos)
Resolviendo el lazo interno:
Z
G (Z) _ GI(Z) _ z—0.5 _ Z _ z
5 = = = =
. z z—0.5+025z 1.25z-0.
1+G,(2)-Gy(2) |, 025 0.5+0.25 52-0.5
z—0.5
Z
Gs(2)=0.8
z—04

La funcidn de transferencia de lazo abierto del sistema sera:

F(z) = G4(2)-G5(2)- G5(2)
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z z 1 0.8z

F(z) = 0.8 —=
z+0.5 z-04 z (z+0.5)(z-04)

La forma del lugar de las raices del sistema sera:

08}

0.6

04r / v

0.2

=T

==

-0.21 I
-04r \ /]
-0.6f

-0.8} e

De la gréfica de la respuesta del sistema con PI ante entrada escalon unitario pueden leerse los

siguientes datos:

113541

Mp = 0.1354 = 13.54%

T
Kp=—=3 o=—
P ol 3
_ro _3no
M=e ¢ =0.1354 e ™ =0.1354 e =3/0.1354 = 0.5135

El punto de funcionamiento es:

p; =e °(cosa + jsena) = 0.5135(cos§+jsen§)

Ipr = 0256+ j0.4447 |
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Para el regulador continuo  R(s) =k, (1+ TL) aplicando el operador derivada hacia
S
jzﬁ(TjtTi)z—Ti

atras s = z-1 tendremos R(z) =k, (1+ ! )=k, Tz+Ti(z-1)
Tz T.Z-l Ti(Z_l) Ti z—1
' Tz
Luego la forma del regulador sera:
R(z)=KZ"2
z—1

Aplicando el criterio del argumento al sistema con el regulador R(z):

T T, T
.0.256+]0.4447
04 o /////’ \ \\\ B
R \ N
) \ AN
i / ‘\ SN
/// // // ‘\ \\\
-7 / SN
02 B /// /// // \\ \\\ e 1 1
7 e / e \\ 9 N p
953 0, . A \ b2 N
/// //% // “ ~
0 N o D W WY
X & () P S P
-0.5 a ) 04 1
1 1
-0.5 0 0.5 1

444
0, = 1800—arctgu =149.1088°
1-0.2567

444
6, = 180°—arctg— " __ _107.8610°
0.4-02567

04447 =30.4420°

0 ,=arctg——M—
p3 05402567

0, = o = 60°

2ceros — Zpolos =180°

60+0, —(149.1088 +107.8610 +30.4420) = 180

0, =407.4118 =47.4118°

0.4447
(g47.4118 = 04447
a+02567
A
a=0.1521
a+0.2567
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Luego el regulador sera de la forma:

R(z) = Kz+0.1521

z—1

Aplicando el criterio del modulo se calcula el valor de la ganancia del regulador:

K:‘ 1 _|z+0.5)(z-04) z-1 | 14316
G(2)R(2) 720.2567+0.4447 0.8z z+0.1 521|z=0.2567+j0.4447
R(z) = 143162701521

Puede verse en la figura que el lugar del sistema compensado pasa por el punto de
funcionamiento:

0.5

0.4

031 i

0.2

0.1 T

0 o %

-0.1F -

-0.2

T
1

-0.3
-0.4f -

Pi2
-0.5 i '
-1 -0.5 0 0.5 1
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EJERCICIO 9.10

Para un sistema de lazo cerrado con realimentacién unitaria y mantenedor de orden cero,

donde la funcion de transferencia del sistema continuo a controlar es:

e—O.Zs

G(s)=—
®) s2+2s+2

Disefiar mediante el lugar de las raices un regulador PD discretizado mediante el operador
integral hacia atrds, para que el sistema tenga un maximo sobreimpulso del 20% y un tiempo
de pico de 1 segundo.

Periodo de muestreo de 0.1 segundos.

El equivalente discreto de la planta es:

0.005(z+0.8
G(z) =—5— ( )
z7(z" —1.82+0.818)

Los célculos del equivalente discreto y del lugar de las raices del sistema pueden verse en el
gjercicio 7.6.

Para el regulador continuo R,(s) =k, (1+Tys) aplicando el operador derivada hacia
Tz+Td(z—1)j _k, (T+T)z-T,

Tz T z

z-1 z-1
atrds s = — tendremos R, (z2)=k (1+T,—)=k
TZ 1() p( d TZ) p(

Como el periodo de muestreo es de 0.1 segundos quedara:

o K =10k, (0.1+ Ty)
Ri(z)=K Ty
z a=—F"—
(0.1+Ty)
Aplicando las condiciones de régimen transitorio
1 - “ho Ly K, ===10
t, = 10seg t, =K, T KP_F_E_ p= =
T
o=—
10
noe no

M, =20% M,=e & 02=e Yo g2 =gl00

e °=0.2=0.851
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El punto de funcionamiento es:

T T
=¢e %(cosa+ jsena) = 0.851(cos— + jsen —
Ps ( ] ) ( ot 10)

Py = 0.809 + j0.263|

Aplicando el criterio del argumento al sistema con el regulador R(z):

0.3} |
,0.809+0.263
0.25} I
0.2 s :
015} A j
/// /// Ill II | ep5
0.1 /,’/ /// I/l I‘|||'l \ 7
005 B /,’// /// III ||| i
, < ezl // 9p1’p2’p3 /, 922 |‘|
0 . >>a<<~\ @ i
a |
-0.05} 1o Ops -
-0.1F l .
-1 -0.5 0 05 1 15
0.263
0 = arct =18.009°
pLp2p = HEEG 809
2 .
0,, = 180°arctg =22 0089 _ 104 4950
0.9-0.809
263 -0.
0,5 = 180°—arctg o0 009 _ 117 goge
0.9-0.809
0, = arctgﬂ =9.283°
0.8+ 0.809

2 ceros — 2polos = 180°
p
(9.283°+6,,) — (3-18.009°+104.495°+117.609°) = 180°

0,, =86.848°
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(86,8480 0203 0.263
0.809 —a
622
a=0.795
0.809-a
z—0.795

R(z) =K

Aplicando el criterio del modulo se obtiene el valor de la ganancia K para el punto de trabajo:

2(z ~1.82+0818) |
0.005(z +0.8)(z—0.795)|

=20.453
=0.809+j0.263

Luego finalmente el regulador queda:

z—-0.795

z

R(z) = 20.453

La figura muestra como el lugar de las raices del sistema con regulador pasa por el punto de
funcionamiento pedido:

1r 4
0.5F §
0.809+j0.263
0 © ©
0.809-j0.263
-0.5F §
1t i
-1 -0.5 0 0.5 1
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