1. ESCALARESY VECTORES

Alguna magnitudes f'sicas se especifican por completo mediante un solo nceraro
acompa—ado de su unidad, por ggemplo, € tiempo, la temperatura, la masa, la densdad,
etc. Estas magnitudes reciben € nombre de escaares. Sin embargo hay magnitudes
f’'sicas que presentan una cudidad direccional y que paa ser descritas de forma
completa es necesario especificar algo mis que unasimple cantidad. El g emplo mis
sendllo es un desplazamiento.

Tomemos €l caso de unatortuga Si s— nos informan quelatortugase va a desplazar
2 m a patir de su posci—ractud nos damos cuenta de quela informaci—rsuministrada
es incompleta paa deerminar la posci—rfind dd animal. La tortugapuede acaba en
cudquier puni de unacircunferenda de 2 m de radio centrada en su posici—rectud,
fig. 1 a@). Si nos dicen que dicho desplazamiento se va a redizar a lo largo de la
direcci—nvertica la informaci—nsobre e desplazamiento de la tortuga sigue siendo
incompleta, ya que Zsta podra acabar en cudquiera de las dosposciones mostradas en
lafigura 1 b). SHo cuando aparte de la magnitud y la direcci—rdd desplazamiento nos
informan ademis de su sentido, en nuestro caso verticalmente hecia arribay no hecia
abgo, fig. 1 c), podremos saber contotal certitud d—ndecabat findmente latortuga

Fig. 1: Desplazamiento de la tortuga. @ SHo se especifica la magnitud del desplazamiento, la
informaci—n es incompleta. b) Se especifica magnitud y direcci—, la informaci—A sigue siendo

incompleta. ¢) Para especificar por completo la posici—n fina de la tortuga es necesario indicar la
magnitud, direcci—n y sentido del desplazamiento.

Las magnitudes f’sicas que necesitan de una magnitud escalar (un nceraro con sus

unidades), unadirecci—ry un sentido para ser descritas de forma completa reciben el
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nombre de magnitudes vectoriales 0 vectores. Apate de los desplazamientos otros

giemplosde magnitudes vectoriales son laveloddad, la aceleraci—nla fuerza, etc.

En los cHlculos matemiticos |os escalares se representan por simples letras: a, |, T, etc.

L os vectores se representan mediante |etras con unaflechita en su parte supeior: r, B,
E, etc. (En agunostextos en losqueno se disponedela posibilidad tipogrtfica delas
flechitas, se utilizan letras en negrita para los vectores: r, B, E). Los cHculos con
magnitudes escalares implican opeaciones aritmicas ordinaias (suma, resta,
multiplicaci—ndivis—nE de nceraros). Los cHculos con magnitudes vectoriaes son
algo diferentes.

Visto quelos desplazamientos son e ggemplo mis sendllo de magnitud vectorial y que
las opaaciones entre vectores que vamos a definir deben tene su aplicaci—rmprictica
(no debe olvidarse que nuestras matemiticas estin a servicio de nuestro estudio de la

nauraleza) veremos c—ra podemosdefinir las diferentes operaciones entre vectores.

Vectoresigualesy vectores opuestos

Grificamente un desplazamiento dd punb P, a puni P, puale representarse por una
flechaqueva dd primer punb a segundo(esto no quiere decir que el objeto se haya
desplazado en I’'nearecta entre losdos puns |o queimporta en e desplazamiento es el
punb inicia y € find, no la trayectoria realizada por €l objeto por € camino). En los
cHculos matemiticos lo representar’ amos por @ 0 por A como se indica en lafigura
2. El desplazamiento entre los punibs P,

y P, tienela misma longitud, direcci—ry

P, P,
sentido que & comprendido entre los

punbs P, y P, de modo que dichos A A B
desplazamientos son igudes aun cuando

patan de punbs diferentes, representan P, P,

por lo tanto &l mismo vector y podiemos Fig. 2: Vectores iguales y vectores opuestos.
L= = =
escribir: AP,= P,P, = A. El vector B sin

embago no es e mismo vector que A, ya que aunque su longitud y direcci—rnes la
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misma, su sentido es opuesto. La relaci—nentre estos dos vectores opuestos puede

escribirse delaforma B=! A, 0 A=!B, & unoesd negdivo dd otro (como veremos

al definir la suma, la suma de dosvectores opuestos es nula).

La magnitud escalar asocdada a vector (la longitud en € caso de un desplazamiento)
recibe e nombre de m—dud y se sude representar utilizandola misma letra quepaaée

vector quitando la flechita, o Stuando Zste entre baras verticdes. Para e

desplazamiento entre los punos P, y P, podanos escribir su m—duw como: A, | Al, o]

ﬁ . Por definici—nel m—duw de un vector es un escalar (un noeraro con sus

unidades) y sempre es postivo. Esto implica que aunque paa vectores opuestos

escribamos A= B, susm—duws son igudes, esdecir A=B.

Sumay resta devectores

Cuando un objeto expeaimenta un desplazamiento A seguido de un segundo
desplazamiento B e resultando es & mismo que s hubiera realizado un cerso
desplazamiento C desde @ puno inicia a find. Al desplazamiento resultante se le
denominavector suma de los dosvectores desplazamientos C=A+B.Comose puede
ver en la figura 3 e orden en que se rediza la suma de vectores no influye en €
resultado A+ B =B+ A=C. Un dedle importante es quepor lo general & m—du dd
vector resultante no tiene parquZser la suma de los m—dus de los dosvectores que se
suman, como seveenlafigwa3: C! A+B.

a) B b)

Fig. 3: a) El vector C eslasumade los vectores A y B. b) El orden dela
sumade vectores es indiferente (propiedad conmutativa).
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Cuando se suman varios vectores desplazamientos e desplazamiento resultante es de
nuevo un vector que va desde € punb inicia a find. Grificamente se construye
colocando los vectores desplazamiento uno a continuaci—rde otro y uniendo € inicio
dd primer vector con € find dd segundo.El orden en que se sumen los vectores es
indiferente, y ademits, como se pueale ver en la figura 4, los vectores que se suman se

pueden asodar como queamos

E:A+B+C+D:(A+B)+(C+D):[A+(B+C)]+D

Fig. 4: Lasumade varios vectores verificala propiedad asociativa.

Como se pudale ver, la suma de vectores tiene las mismas propiedades que aparecen
cuando se trata de sumar ssimples nceraros La resta de vectores puede interpretarse

como un caso paticular de la suma, restar dos vectores es |o mismo que sumar a

primero el opuesto dd segundo:A! I:%: A+(! B)

Multiplicad—ry divis—rpor un escalar

Condderemos el vector A+ A. Como se ve en la figura 5, € vector resultante es un

vector quetiene la misma orientaci—mque A (es decir su misma direcci—ry sentido)
pero con un m—duwd doblemente mayor. Este vector resultante |o podr amos representar

escribiendo: A+ A=2A. Condderemos tambiZn € vector (! A)+(I A)+(l A) El

vector resultante es un vector quetienela misma direcci—mque A, sentido opuesto y un

m—dud tres veces mayor. Este vector resultante |o podramos representar escribiendo:

(rA)+(1 A+ A)=1 A1 AL A=13A.
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A A _A I A I A
| -
> - .
2A 1 3A

Fig. 5: Vectores 2A y —3A.

Podemos gengrdizar esto diciendo que cuando multiplicamos un escalar m por un
vector A, e resultado mA es un vector quetiene la misma direcci—rgue A, & mismo

sentidos m> 0y sentido contrario § m< 0, y unm—du quees | m | veces mayor:

a) b)

_A mA - %," mA

| #HHH#" HHHHSD | ### HHHHS
mA (' m)A

Fig. 6: Multiplicaci—n de un escalar por un vector: @) escalar positivo, b) escalar negativo.

- o : A
Algo similar ocurre s dividimos €l vector A por un escalar m, e resultado = es un

vector que tiene la misma direcci—nque A, & mismo sentido s m > 0 y sentido

contrario s m< 0, y unm—du quees | m | veces menor.

Vectores unitariosy componentes de vectores

Un vector unitario es aquZ cuyo m—dud (longitud) es la unidad, y notiene unidades. Su
ernso prop—o es indicar una orientaci—nen e espacio. La notaci—nutilizada
normal mente en lostextos es colocar un peque-o Ingulo en la parte supeior delaletra

R, B, D, etc. La forma mis directa de condruir un vector unitario es coge un vector
cudquieray dividirlo par su m—dud:

> | >
> | >

A_ .
710 R= (1)

-
A

m—du deé: ‘
A
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en este caso A representa un vector unitario conla misma orientaci—rgueel vector A.

Las opegaciones con vectores se facilitan en gran medida cuando se utilizan
componentes. Para definirlas es necesario utilizar un sistema de coordenadas. El sistema
de coordenadas mis usud, y con € quevamos a trabgar, es e cartesiano, con los ges

X, Yy Z pependiculares entre s. Llamemos o, P y © a los vectores unitarios
orientadosa lo largo delostres ges coordenadosen su sentido postivo (algunoslibros
los llaman $, Y y 2). Como puede verse en la figura 7, cudquier vector A puede

representarse como unasuma de tres vectores orientadosa lo largo de cadauno de los

gjes coordenados. El vector alo largo dd ge X tiene la misma direcci—mue el vector
unitario P y por lo tanto puele escribirse como A}j (en nuestra figura tienen tambizn
el mismo sentido luego A, sert unacantidad postiva). De lamismaformalosvectores a
lo largo de los ges Y y Z pueden escribirse respectivamente como A/P y AZIQj
respectivamente. A,, A, y A, son magnitudes escalares (pueden ser postivas, negaivas o

nulas) y reciben e nonbre de componentes (cartesianas en nuestro caso) dd vector A.

AP

Fig. 7: Descomposici—a de un vector en componentes cartesianas.

Nuestro vector podrf por lo tanto escribirse en fund—nde sus componentes de la

siguiente forma: A=A P+ A P+ A K.

Si llamamos ! , " y # alos fngulos que e vector forma con e sentido postivo delos
ges coordenados X, Y y Z respectivamente, las componentes dd vector pueden

entende'se como las proyecciones de la longitud dd vector (su m—dud) sobre los ges
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coordenados (con signo postivo o negaivo dependiendo s la proyecci—nse realiza

hacia el sentido postivo o negaivo dd ge coordenado):

A I
T cos/ " A =Acos! =A#

A I

—~=cos$ " A =Acos$=A# (2)

A X
A - >
—2=c0s% " A =Acos¥%= AHd _
A Fig. 8: Proyecci-A dd vector A

sobre el gje coordenado X.

El vector unitario A en lamisma direcci—ry sentidoque A vendrt dado por.

RoA_APrAPIAR
AL A .. (3)
_ Acos! P+Acos” P+ Acos#©
A

= cos! P+ cos" P+ cos#©

y como se puede ver tiene por componentes los cosenosde los Ingulos queformaba A
con los sentidospositivos de los ges coordenados. Estos cosenos reciben e nombre de

cosenosdirectores, ya queinforman acerca dela orientaci—rdd vector en el espeacio.

Toda la informaci—nnecesaria para especificar un vector (su m—dud, direcci—ny

sentido) puede ser expresadapor lo tanto por medio de sustres componentes:
A=AP+A P+aR

o indicandosu m—du y su orientaci—r{lostres Inguloscon los g es de coordenadas).

1
H A

A=AA= A(cos! | +cos " jA+cos#I2) = Acos! i +Acos” jA+ Acos#k (4)

Lasumay laresta de vectores puale redlizarse ficilmente utilizando las componentes.

Si cono@mos las componentes de los vectores A y B, podenos cacular de forma

sendlla cudes ser’an las componentes queddfinen a vector suma:

Teor’'ade vectoresy campos - Jose Javier Sandon’s Ruiz 12



! ~ ~ A ! ! A o ~ ~ ~ ~
A=AT+AJ+AKY " A+B:(AK| +A\/J+Azk)+(Bx| +ByJ+BZk):

B=B,i+B,j+B,kg =(A +B,)i +(A+B,)]+(A+B)k

Por lo tanto s llamamos C,, C, y C, a las componentes dd vector suma C=A+B, ¢

resultando anterior nosdice que
c.=(a+e) c=(a+8) c=(a+B) ©

Las componentes dd vector suma son sendllamente la suma de las componentes de

cadaunodelosvectores. Esto es vilido se sumen doso mis vectores.

Un anflisis similar condu@ a que en la resta de vectores € vector resultante tiene por

componentes laresta delas componentes:

Al f_%:(Ax P+A P+ A K1 (B, P+B P+B,0)=

=(A 1 B,)P+(A 1 B, )P+(A,! B,)R (6)

Productosde vectores. Producto escalar y producto vectorial.

En muchas situaciones de interZs f’sico (no se debe olvidar que todosestos conceptos
matemiticos los estamos introdudendo por quenosvan a ser cales en € estudio delos
fen—renos naurales) cierta magnitud f’sica resultado depende de dos magnitudes
vectoriales (gjemplo: e trabgo quetengoquerealizar para desplazar un objeto depende
dd desplazamiento B magnitud vectorial By de la fuerza con quetiro de 4 P otra
magnitud vectorial). En algunoscasos la magnitud f’sica resultado en la que estamos
interesados es unamagnitud escalar (como el caso dd trabgo en € gemplo anterior),

otras veces € resultado es otra magnitud vectorial.

Para pode describir de forma matemitica estos fen—renos necesitamos definir por lo

tanto dosnuevas opeaaciones entre vectores. Una opeaci—rentre dos vectores que de
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como resultado un escalar, opegaci—na la que llamaremos produdo escalar, y una
opeaaci—nentre dos vectores que de como resultado otro vector, opegaci—ma la que

[lamaremos produdo vectorial.

El producto escalar de dosvectores A y Bse
expresa matemiticamente como A!B, y se

define dd modo siguiente. Se dibujan ambos

vectores patiendode un origen comeer(fig. 9).
) ) Fig. 9: El ngulo que forman entre s' dos
Si llamamos $ a ingulo que forman entre s, vectores se determina dibujindolos con el
mismo origen.
su produdo escalar, vienedado par:

A-é:|A||é|cos9:ABcoa9 (7)

Como se puede ver, € resultado de la opeaaci—nes un escalar (un ncerero) que puale

ser postivo, negaivo o nulo dependiendodd inguo $entrelosvectores:

si 0<0<90% = A-B>0
I
si 90%0<180v: = A-B<0 (8)
Lo Lo
si H=90% = ALB = A.-B=0

El produdo escaar verificala propiedad connmutativa (susm—dusA 'y B son nceraros):
BIA=BAcos =ABcos' =AlB (9)

Segeenla definici—ns realizamos €l produdo escalar de un vector por s mismo el

resultado es su m—dud al cuadrado:
AlA=AAcod0%=A> " A=vAIA (10)

por lo queel m—dul de un vector puede escribirse como lara'z cuadrada dd produdo
escalar por s mismo (esta expres—mo debe’a asudarnoss pensamos que lo queestt

dentro delara’z es un escalar, un nceraro).
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Aplicandolo anterior a produdo escalar entre losvectores unitarios 0, P y © tenemos
PIP=Prp=re=1, Prp=Pre=©1P=0 (11)

Utilizandotodolo anterior podanosencontrar unaexpres—ipaa el produdo escalar en

fund—nde las componetes de los dos vectores. Si A:AA@+AyP+AZ@ y

B=B, P+ B, P+ B, ¥, su produdo escalar viene dado por la suma del produdo de sus

respectivas componentes:

,!A!Ii%:(AA O+ A Pr AR (B, P+B, P+ B K=
=AB,BIP+A B BP+AB, O+

=1 =0 =0

A8 PPrA B, P A B 10

AB RIP+A B KP+AB LI

=0 =0 =1
| A"B=AB,+AB,+AB, (12)

Y e m—dud deun vector vendr dado en fund—rde sus componentes por:

A:\/A!A:‘/AKAK+A/A\/+AZAZ:‘/AKZ+A§+AZZ (13)

Anteriormente hemos visto que un vector unitario AR en lamisma direcci—ry sentido
queun vector A cudquiera viene dado por la expresi—n &= cos! P+ cos” P+ cos# i,
donde! , " y # sonlos ingulos qued vector A forma con € sentido postivo delos

ges coordenados X, Y y Z respectivamente. Si hacemos € produdo escalar AR

e 12
tenemos que R!R:‘ R‘ =1 por ser jusamente un vector unitario. Pero por otro lado:
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R R= (cos“ O+ cos# P+ cos$ IQ) ! (cos" O+ cos# P+ cos$ I@) =
=cos " +cos #+cos $

Deduamos por lo tanto quela suma de los cuadrados de los cosenos directores de un
vector es sempre launidad:

cos! +cos " +cos#=1 (14)

El producto vectorial dedosvectores A y B Se expresa matemticamente como Al'B

(en algunoslibros se utiliza tambiZn la notaci—nA ! B ). Dado qued resultado de esta

opeaaci—res un vector hay queindicar su m—du, direcci—ty sentido.
M—du: | Al B |: ABsen” (obsfrvese quees unacantidad siempre postiva)

Direcci—npependicular a plano quecontienealos dosvectores.

Sentido: el indicado por la
regla de la mano derecha

(o regla dd sacacorchos.

1/

)

Como s indica en la

figura 10, cuando se

orientan los dedos de la _ _
Fig. 10: Producto vectorial de dos vectores.
mano deecha de forma
que vayan en el sentido de rotaci—ndd primer vector a segundo, € pulgar

indica el sentido dd produdo vectorial.

Tal como ha sdo definido se puede ver que € produdo vectorial es nulo s los dos
vectores tienen la misma direcci—n($ = 0¥+—$ = 180% Por otro lado e produdo
vectorial no verificala propiedad conmutativa. Cambiar €l orden delosfactores implica
un cambio de signo en €l resultado Al B="B! A (ver fig. 11). Es importante par o
tanto no intercambiar € orden de los factores en expresiones que contengan produdos
vectoriales, y aplicar deforma correctalaregladelamano derecha
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Fig. 11: El producto vectorial de dos vectores es anticonmutativo Al B="B! A.

Como puadeverse en lafigura 12, el 1rea dd paradelogramo formado por dosvectores
esigud a m—du dd produdo vectorial dedichosvectores.

AtBl /|h | Ax B|= ABsers = Ah=

- = frea del paralelograr

Fig. 12: Relaci— entre el freadel paralelogramo formado por dos vectoresy su
producto vectorial .

Aplicando la definici—ndd produdo vectoria a produdo entre los vectores unitarios

0, Py Rtenemos P! P=P1 p=1 B=0, P =0, Pr B=P, k! i =] (15)

Utilizandotodolo anterior podemos encontrar unaexpres—rpaa el produdo vectorial

en fund—nde las componeites de los dos vectores. S A:AA F'j+AyP+AZl@ y

B =B, P+B, P+ B,K, suprodudo vectorid C = Al B vienedadopor.

C=Al I!3=(AKF')+A\/P+AZIQ)! (Bxp+ByP+BZL@):

=0 =

=AB D P+AB L P+AB DI K+
f ;

AB P PrAB PI P+rAB 1 R+

AB B P+AB B P+AB, £ K

=] =0
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Esta expres—nes ficil de recorda s la asodamos a desarrollo dd siguiente
determinante (olvidando el aspecto raro quepresenta):

Lo i ] k
Al B=|A A A, (16)
B, B, B,

Por medio de la combinaci—nde produdos se pueaden construir expresiones mis
complgas. Por eemplo con tres vectores podeanos condruir las siguientes

combinaciones;

AABIE)  DAIB"C) oA (BiE) A" (B ¢)

g(AB)IC  n(AB)'c  g(ABiC  m(A"B)C

No todas estas combinaciones tienen sentido, andicZmodas de unaen una

a) A!(B!C) es un vector con la misma direcci—mue A, y @ mismo sentido, o
con sentido contrario, s el escalar (B'C) €s postivo o0 negaivo.

b) (A B)C €s un vector con la misma direcci—mue é, y € mismo sentido, o
con sentido contrario, s el escalar (A' B) €s postivo o0 negaivo.

C) A' (Bl C) es un vector (resultado dd produdo vectorial entre dos vectores)

guees peapendicular a vector B! é, par o tanto se encuentra en el plano que
contiene a los vectores B y C y dentro de dicho plano en una direcci—A
perpendicular a vector A.

d) (Al 1:9)! C es un vector (resultado dd produdo vectorial entre dos vectores)
guees peapendicular a vector Al é, por lo tanto se encuentra en € plano que

contiene a los vectores A y B y dentro de dicho plano en una direcci—n

perpendicular a vector C.
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€) A'(B C) esun escalar (resultado dd produdo escalar entre dosvectores)

f) (A! B) " C Ao tiene sentido! El produdo vectoria es unaoperaci—rentre dos
vectores, no entre un escalar y un vector.
s)] A' (BC) Ao tiene sentido! El produdo vectorial es unaoperaci—rentre dos

Vectores, no entre un vector y unescaar.

h) (Ax B) : C es un escalar (resultado dd produdo escalar entre dosvectores)

Del anilisis anterior podenosdedudr las siguientes propiedades:

- A'(B'C) ! (AIB)IC no verificalaasodativa (ver combinacionesa) y b) )
- A' (1:3! C) " (A' 1:9)! C no verificalaasodativa (ver combinacionesc) y d) )

- En un producto mixto entre tres vectores (combinaci—mde produdo escaar y
vectorial, ver combinaciones €), f), g) y h) ) laexpres—rs—o tiene sentido s se

realiza primero € produdo vectorial y luego € escaar, es por ello queno es

necesario escribir los parZntesis: AIB" C # A'(B C)

La expres—rde un produdo mixto en funa—rdelas componentes delos vectores viene

dadacomo € desarrollo deun degerminante;

A, A, A,

L1

AIB" C=|B, B, B,| (17)
C, o C,

y utilizando las propiedades de los determinantes se puede demodrar que
AIB"C=BIC" A=C!A" B  (18)
El valor absoluto del producto mixto (tomamosel vaor absluto ya qued resultado

podra ser negaivo) es igual al volumen del paralelep’pedo formado por los tres

vectores como se muestraen lasiguiente figura:
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Volunmen = Areadelabase! altura =

=] 8" || Acos|=| Al[B" C)|

Fig. 13: Relaci—n entre e volumen del paralelep’pedo formado por
tres vectores y su producto mixto.

Un doble produdo vectoria puade desarrollarse en produdos escalares de la siguiente
forma
Al (B! C)= (AC)B u (A"B)C (19)

# #

] 1
Sdedd paZntesise vector B, queesd Sdedd paZntesisd vector C, queesgl
vector miscercano a vector externoA, vector misalejado a vector externo A,
el cud entradentro dd pazntessmultipli- el cud entradentro dd parzntesis multipli-
cindos escalarmente por €l otro vector. cindos escalarmente por el otro vector.

Utilizando e mismo razonamiento podanos desarrollar e siguiente doble produdo
vectorial viendoquenodalo mismo queel anterior:

(A1 B)t C=(A"C)B#(B"C)A

Diferenciasentre €l flgebra escalar y € flgebra vectorial

En los apatados anteriores hemos visto diferentes opaaciones entre vectores y
escalares. En una expres—matemdtica en la que aparezcan ambostiposde magnitudes
f’sicas |laforma de mangarlas es smilar ac—r unoopeaabaen e Hgebrade escalares.
Como gemplo suponganos|la siguiente relaci—rentre losescalaresa y b y losvectores
A, B,C,DyE:

a(AB)C" bD=E
y nos piden que despgemos € vector C en fund—nde las demis magnitudes. El

Proceso ser'a como sigue
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a(MB)C bD=E # a[A1B)C=E +bD

| |
| I | . < | -
- \._E+DbD . _E+b
# (A!B)c_ - # C_JATE%

N—eése que e denominador de la fracci—nes un escalar, s—é tenemos escalares. a y

(1)

Esta familiaridad en e mango delosvectores, deforma similar a opear con escaares,
puede condudr a error. Si nos hubiesen pedido despgar e escadar a, estar’amos

tentadosderealizar o siguiente:

a(A!B)C" bD=E # a(A!B)C: E+bD
I I I I

| I ! ! I
# aC= E.+.D t# a= .+.b.
AlB AlIB|C

A estar’amos cometiendo un grave error!. En este caso e denominador de la fracci—n,
(Al B)C es un vector, y Aa divis—rnpor un vector ni estt definida ni tiene ningoa
sentido! Este detalle junto con & hecho de qued produdo vectorial entre dosvectores

es anticonmutativo son dosdelas cosas quehay quetener en cuenta cuando se mangan

expresiones con vectores.

Ctlculo dd momento de un vector respecto
de un punto.

Sea un vector A aplicado en e punb P, y un

punb de referenda cudquiera O se define el

momento de A respecto de O como:

Fig. 14: Representaci-n grifica de los
= _ == % vectores y puntos relevantes en el cficulo del
Mo =OP! A (20) momento de un vector respecto de un punto.
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El cHculo dd momento de un vector implica tres daos € vector, su punb de
aplicaci—ny el punb respecto a cua se calcula dicho momento. El m—du dd
momento de un vector respecto de un puno depende dela distanda de dicho punb ala

I’'nea de acci—rdd vector (ver fig. 14): ‘ I\'/Io ‘ = ‘ OF"Asen! = Ad. Su orientaci—n¢dado

guelo quese realiza es un produdo vectoria, es pependicular a plano quecontieneal
vector y a purto respecto dd cud se redliza e cHculo y con sentido dado por laregla

dela mano derecha Dicho vector momento se le sude representar aplicado en € pun
respecto a cud se calcula. En € g emplo delafigura 14 MO ser’a un vector aplicado

en O peapendicular a planodelafiguray haciad lector.

Segcenla definici—nanterior se puede demostrar
qgue € cHiculo dd momento de un vector no

cambia s se desplaza dicho vector alo largo de su

I'neadeacci—n:

0Q! A=(OP+PQ)! A=
Fig. 15: Deslizar € vector alo largo de su

1 A 1 A I'nea de acci—n desde P hasta Q no cambia
OP1 A+ iQ_# el cflculo del momento respecto de O.

El odimo tZrmino se anulaa implicar un produdo vectorial de dosvectores paralelos

De la misma manera dicho cficulo tampow var'a
s @ punb respecto a cud serediza e cilculo se
desplaza a lo largo de unadirecci—paalela a la
I’nea de acci—rdd vector:

1o, =0 A=(00+0B)" A=
|

! ! ! Fig. 16: Desplazar € punto respecto al cual se
=R g\ +OP" A=M, realiza e cfculo alo largo de una direcci—n

=0 paralela aladirecci—n del vector no cambiael
ctlculo del momento de dicho vector.
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Resultantey momento resultante de un sistema de vectores.

Sea un conjunto de N vectores {A} aplicadosen punos{P} coni=1,2,3,E N. Se

N

denomina resultante del sistema a la suma de todos los vectoress R=1 A . Se
i=1

denomina momento resultante del sstema respecto de un punto O a la suma de
todos los momentos respecto de O de todos los vectores dd sSistema

! N ! N lllll! !
Mo=1 Mo=1 OR" A.
i=1 i=1

Calcular e momento resultante respecto de un punb O de un sistema con un gran
nceraro de vectores requiere calcular un nceraro grandede produdos vectoriales (tantos
como vectores tiene & sistema) con €l trabgo queello conlleva, s se quiere redizar de
nuevo € cilculo pero respecto deotro puni diferente, O! por ggemplo, no es necesario
realizar de nuevo un gran noerero de produdosvectoriales, sno quese puale utilizar €

cHculo anterior respecto de O deforma desimplificar e trabgo matemitico:

O R I G N
Mo =" Mo =" OR#A =" (OI0+OR)#A =

i=1 i=1 i=1

I S I R O L B O Y o B
=" OP#A+" OIO#A =M,+0I0#" A=M,+OlO#R
| .

i=1 i=1 i=

Esta expres—rse conoe con € nonmbre deteorema fundamental:

My, =M,+00" R (21)

El resultado anterior indica ques € vector O'O es paraelo a vector resultante R dd

sistema de vectores entonces los dosmomentos son igudes. M, = M,,.

Otro caso interesante es cuando la resultante I:? dd sistema es nula. En este caso se

cumple que & momento resultante dd sistema es indgendiente dd punib respecto a
cud se calcula MO = MO, = MP = MQ =E , @ resultado dd ciiculo es sempre &

mismo.
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Sistema de vectores concurrentes. Teorema de Varignon.

Dado un conjunto deNvectores{A} aplicadosen punbs{P} coni=1,2,3,E N, se

[laman vectores conaurrentes s sus |'neas de acci—a conadrren o0 se cortan en un mismo

punb P. En este caso se cumple €l teorema de Varignon:

OH momento resultante de un sistema de vectores concurrentes es igual al

momento de laresultante aplicada en el punto de concurrenciaO

Demodgraci—n:

y ) A dedlizan todoslosvectores al puno P de
M =l M=l OP"A= |[¥
o " 1 1,0 N 1 ! A conaurrendasin quecambie el resultado
Momento resultante 1= =
respecto deO
N A ) H# N |
=1 OP"A=OP" | A= @RiR
i=1 i=1 Momento respecto de O delaresultante

aplicadaen el punb deconarrendaP.

Nota: La resultante de un sistema de vectores no tiene un puni de aplicaci—rdefinido,
por lo quela expres—r momento de la resultanteOestt incompleta a no ser que se

especifiquesu puni de aplicaci—n.

Ecuadones de rectas y planos y ctflculo de distancias utilizando la teor’a de
Vectores.

Vamos a utilizar la teor'a de vectores expuesta hasta ahora para calcular de forma
sendllay razonadaecuaciones derectas, ecuaciones de planos distandas, etc.

Suponganos quegquaemos conoe la ecuad—rde una recta quees paralela a vector

V= (VX,Vy,VZ) y quepasa por € punb P de coordenadas (xo, Yo zo) (ver fig. 17). La

ecuaci—rguebuscamos es unarelaci—muedeben verificar las coordenadas (x, Y, z) de
cudquier punb de la recta. Cojamos por lo tanto un punb genzico cuaquiera Q

peteneciente a la recta y de coordenadas genficas (x, Y, z). El vector
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iI;(:):(x! X0, ¥! Yo. 2! 2,) esunvector queunedospunbsdelarectay por o tanto es

paaelo a vector Vv , lo queimplica quelosdosvectores son proporciondes:

PQ=IV " (x#x,y#Yy 2#2) =1 (V. V. V)
Sx=x+1V, (
g § ) (22)
%Y=Y,*+!V, ) Ecuaionespaamaricas delarecta
& &
&z:zo+!VZ &

Cada punb de la recta viene caracterizado por € valor de un pafmetro, %en las
ecuaciones anteriores, detal forma quenuestra recta se asemeja a un g e de coordenadas

donded origen es e punb P peteneciente alarecta (parael cud %= 0) y lasdistancias

se miden en moetiplosdd m—dud dd vector Vv paaeloalarecta(ver fig. 17).

Fig. 17: @ Para que un punto Q pertenezca alarectaque pasapor Py esparaelaa
V debe cumplir que € vector PQ seaparalelo, y por lo tanto proporcional, a V.

b) Cada punto de la recta estt asociado de estaforma con un valor del parfmetro de

proporcionalidad asemejando de esta forma la recta a una especie de €e
coordenado.

Otra forma de escribir la ecuaci—nde la recta es eliminando & parfmetro %en las

ecuaciones paamaricas:
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%! = %

% Vo %

0, 0

%,_y"yo%* X" X _Y" Yo _2" 7
VAR V. V. V (23)
% y % x y z

% 7

%, %2 % %

AN

Si ahora queemos conocr ladistancia de un punto R a la recta anterior a dibujar la

rectacon e punb (fig. 18) se obsrvaque d :‘ ijlfi‘sen! . El valor desen$lo podenos

obtene apartir dd produdo vectorial:

Suponganos ahora que quaemos conoar la ecuad—nde un plano que es
perpendicular a vector V :(Vx,Vy,VZ) y que pasa por & punto P de coordenadas
(Xor Yo 2) (fig. 19). La ecuaci—rguebuscamos es unarelaci—rgue deben verificar las
coordenadas (x, Y, z) de cudquier punb dd plano. Cojamos por lo tanto un puno
genZico cudquiera Q peteneciente al plano y de coordenadas genZicas (x, Y, z). El
vector PQ:(x' X0 ¥! Yo. 2! Z,) €sun vector que unedospunbsdd plano y por lo

tanto es perpendicular a vector \7, lo queimplica que e produdo escalar de los dos

vectores es nulo:

PQIV=0 " (x#X,y# Yo 2#2)!(V,,V,,V,) =0
"V (x# %)+ V, (YHY,)+V,(z#2)=0
VX+Vy+V,z=d & Ec. dd plano

%
&con d=V,x, +Vy, +V,z, & (24)
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Por ceimo s quaemos calcular la distanda de un R

punb R a plano anterior a dibujar € plano con €
punb (fig. 19) se obwrva que d :‘ PR ‘ cos! . El

valor de cos$ lo podemos obtener a patir dd

produdo escalar:

PG |=| 3| o

_[ P

# d 1= PQNP
‘V‘ ‘ ‘

Ladistandaes el valor absnluto (unadistanda siempre es postiva) dela proyecci—rdd

vector PQ alo largo deladirecci—rperpendicular a plano.

Representad—nvectorial de un trea

En geometr'a, y a veces tambiZn en f’sica, a un
trozo de supeaficie plana se le sude asodar un
vector frea quede algunaforma caracteriza a dicha
supeaficie. Dicho vector tiene por m—du la
cantidad de Jrea de la supeaficie, por direcci—na

direcci—n espacial delasuperficie plang es decir, la

direcci—n perpendicular a la supeficie, y por
sentidounodelosdosposbles.
Esta ddfinici—npuede extendase a supeficies que

dA

no sean planas aplicindoe a cada elemento
infinitesimalmente peque-o (fig. 22). En este caso s
la supeaficie curva es cerrada (enderra un
determinado volumen) e sentido de los vectores
infinitesimales de irea dA se toma siempre de

forma queestZn orientadoshecia el exterior. Fig. 22
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Derivadaseintegrales de funciones vectoriales

Unadeerminada magnitud vectorial puede depende de un paimetro o variable en este
caso hablamos de una fund—nvectorial, gjemplo: € vector de posci—nf de una

pat'cula que se mueve depende dd tiempo t y lo representamos como F(t). Esto

implica que las componentes de dicha magnitud vectorial serin (s no todas a menos
una de ellas) tambiZn dependientes de dicha variable, en nuestro gemplo las

coordenadas X, y Yy z de la posci-A de la pat'cula dependain dd tiempo:
() = x(t) +y(t) ] +z(t)k. Derivar o integrar respecto de la variable se traduce en
derivar o integrar cadaunadelas componentes dela fund—rtvectorial.

Ejemplo: Laveloddad deunapart’cula viene dada por la derivadade su posici—rton €l

tiempo, encontrar la veloddad en funa—mdd tiempo paa unapart’cula cuya posci—n

vienedadaporlafund—n¥ (t) = (t> +$;L)P+(,2+t()—t P+[|%Eé) /é]l@
X(t) y(t

El vector veloddad sert:

L) o d(t2+1)p+ d(2+t! t) P_I_d;;ln(t)! 1s_

dt dt dt dt
&l)
:(2t)P+g/(!)$3t(£)P+§E)¢L@
W) w(1)

Las componentes dd vector veloddad son por lo tanto las derivadas delas componentes
dd vector de posci—nY lo mismo fundonacon la integraci—nJ)as componentes dd
vector de posci—nserin la integral con € tiempo de las componentes dd vector
veloddad:

}(t) = !\!/(t)dt:ﬁ) Q(Zt)m (1" 3tZ)P+§3‘(g‘L@’ dt =
= J12tdt, B+ )1 (1" 3%, P+;% %dtl P
=(t+C)P+(t" £+, ) Pryin(t)+ C,. R=

(t)0+(t" t%) P+ ¥In(t), I@+(C$P+C P+

&4

Teor’'ade vectoresy campos - Jose Javier Sandon’s Ruiz 28



La cersa diferenda con la integraci—nya conodda de fundones escalares es que al
redizar la integra inddinida de una fund—nvectorial aparecen tres condantes
arbitrarias deintegraci—nC, , C, y C, a integrar cadaunade las tres componentes. Tres

condantes que se pualen agrupa dando luga a un vector arbitrario congante:
C =C,0+C, P+ C,B. El vaor de dicho vector se tiene que determinar utilizando otros
datos dd problema (como las condiciones inicides dd movimiento). En nuestro
gemplo s queemos recupear € vector de poSci—n? (t) dela part'cula nuestro vector

condante debevaler: C =P+ 21 K.

Las integrales de fundones vectoriales puaden ser tambizn definidas utilizando I’ mites

deintegraci—nEn este caso ya no aparecen congantes deintegraci—n.

La derivaci—re integraci—rde vectores tiene propiedades similares a las que cumplen

losescalares. As, por gemplo si tenemoslos vectores A(u), B(u) y lafund—rescalar
f(u) severifica

d(A+ B) _ dA+ dB

derivadadela suma de vectores; =4+ —
du du du

(25)

derivadadd produdo por un escalar:

(o) A 0f(u) ) BAL)
d ' " du

Au) +

derivadadeun produdo escaar:

derivadade un produdo vectoria: = I B(u)+ A(u)!

Nota: Es importante mantener e orden de los productos vectoriales durante la
derivad—n o integrad—nya que Zsta operad—n no verifica la propiedad

conmutativa.
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