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Conceptos generales de probabilidad

O

» La probabilidad de que algo ocurra es la proporcion
de veces que ocurriria si repitiéramos el experimento
un namero grande de veces.

numero de veces que se produce el resultado A

P(A4)=1m

n—oo n




Conceptos generales de probabilidad

O

» La probabilidad de que algo ocurra es la proporcion
de veces que ocurriria si repitiéramos el experimento

un namero grande de veces.
Definicion frecuentista.

No dice nada sobre lo que ocurriria si el
experimento se repite pocas veces.

No dice nada sobre lo que ocurrira la proxima vez




Conceptos generales de probabilidad

O

e En una muestra:

» La probabilidad de que algo ocurra es la proporcion
de veces que ocurre en la muestra.

numero de veces que se produce el resultado A

P(A) = -




Axiomas de la probabilidad

O

1.

La probabilidad de cualquier suceso toma valores
entre Oy 1:

0< P(4)<1




Axiomas de la probabilidad

O

2. La probabilidad del suceso seguro es igual a 1:

P(A)+ P(no A)= P(E)=1




Axiomas de la probabilidad

O

Dos sucesos son incompatibles si no pueden ocurrir
simultaneamente:

P(ANB)=P(Ay B)=0

3. La probabilidad de que ocurra uno de los dos
sucesos incompatibles es la suma de la
probabilidad de cada uno de ellos:

P(AUB)=P(A6 B)= P(A)+ P(B)




Una propiedad importante

O

Si dos sucesos son compatibles:

P(ANB)>0

Entonces, la probabilidad de que ocurra uno de los dos
sucesos €s:

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(AN B)




Una propiedad importante

O
L riman o fuman [foul

Mujeres
Varones 40 160 200
Total 60 240 300

P(mujer)=100/300=1/3
P(varén)=200/300=2/3
P(fumador)=60/300=0,2
P(no fumador)=240/300=0,8




Una propiedad importante

O

L riman o fuman [foul

Mujeres
Varones 40 160 200
Total 60 240 300

P(mujer y varon) = 0 = sucesos incompatibles

P(mujer o varon) = P(mujer)+ P(varon)=1/3+2/3=1




Una propiedad importante

O
i Nofuman Toal_

Mujeres
Varones 40 160 200
Total 60 240 300

P(mujer y fumador) =20/300 — sucesos compatibles

P(mujer o fumador) = P(mujer)+ P( fumador) — P(mujer y fumador) =
=1/3+0,2—20/300=140/300=0,46
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Probabilidad condicionada

O

» Probabilidad condicionada P(A|B):

Probabilidad de que ocurra A habiendo ocurrido B

= A=cara en la moneda 1; B=cara en la moneda 2
= A=infarto; B=elevacion del ST

« A=infarto en el décimo paciente que llega a urgencias; B=infarto
en el primer paciente que llega a urgencias.

P(ANB)
P(B)

P(4]B)=




Probabilidad condicionada

O
e — e o

Glucosuria
No glucosuria 140 792 932
Total 200 800 1000

P(glucosuria M diabetes)
P(diabetes)

P(glucosuna | diabetes) =

~60/1000
200/1000

=0,3




Probabilidad condicionada

O

» ¢Por qué es importante la probabilidad
condicionada?

Comparar dos tratamientos:

x A=curacion; Bi=tratamiento con penicilina;
B2=tratamiento con eritromicina

{P(A|Bl)=P(4| B2)?




Probabilidad condicionada

O

» ¢Por qué es importante la probabilidad
condicionada?

Comparar dos pruebas diagnosticas:

xA1=dar + en una radiografia; A2=dar + en un
TAC; B=tener cancer de pulmoén

{ P(Al| B)= P(A42|B)?




Probabilidad condicionada

O

» ¢Por qué es importante la probabilidad
condicionada?

Identificar factores de riesgo:

x A=tener un infarto; Bi=tener colesterol alto;
B2=no tener colesterol alto

{P(A|Bl)=P(4| B2)?
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Concepto de independencia

» Independencia:

Conocer si B ha ocurrido NO aporta ninguna
informacion sobre si ocurre A

P(AN B)= P(A)x P(B)
P(A| B)=P(A)




Concepto de independencia

_

Glucosuria
No glucosurla 140 792 932
Total 200 800 1000

P(glucosunia | diabetes) = 0,3

P(glucosuria) = 08 =0,068

1000
P(glucosunia | diabetes) # P(glucosuria) —

— glucosuria y diabetes NO son independientes




Concepto de independencia

_

Mujeres
Varones 40 160 200
Total 60 240 300

P(mujer | fumador)=20/60=1/3

: 100 1
P(mujer) = % = 5

P(mujer | fumador) = P(mujer) —

— mujer v fumador SI son independientes




Un error muy frecuente

O

» Creer que una racha de sucesos independientes
determina el siguiente resultado:

Me ha salido mal 5 veces seguidas, a la siguiente
tengo mas posibilidades de que me salga bien.

Ha caido tres veces en rojo, a la siguiente tiene mas
probabilidades de caer en negro.

He tenido tres ninas, ahora me toca un nino.

Se me han infectado los tres ltimos pacientes, el
siguiente tiene menos posibilidades de infectarse
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Teorema de Bayes

_

Glucosuria
No glucosurla 140 792 932
Total 200 800 1000
P(D)P(G|D
P(D|G) = (DP(G|D)
P(D)P(G | D)+ P(D)P(G| D)
200 60
X 60
P(D|G) = 1000 200 _90_ 882

200 o 60 800 8 68
1000 200 IOOO 800




Teorema de Bayes

Diabetes |Intolerancia |No
a la glucosa |diabetes

Glucosuria

No glucosuria

P(D)P(G| D)
P(D)P(G| D)+ P(I)P(G|I)+ P(ND)P(G | ND)

P(D|G)=




Teorema de Bayes

O

B, B,,..., B, sucesos mutuamente excluyentes, de los
cuales uno debe ocurrir.

» Conociendo la probabilidad de cada B, y la
probabilidad de otro suceso A condicionada a cada B;

» Calcular la probabilidad de B; condicionada a A
P(B,)P(A4|B;)

n

> P(B)P(4] B)

P(B, | A) =




Teorema de Bayes

O

¢Por qué es importante el teorema de Bayes?

» El 75% de los pacientes con apendicitis tienen fiebre,
dolor en fosa iliaca derecha y vomitos

» Llega un paciente con fiebre, dolor en fosa iliaca
derecha y vomitos, ¢cudl es la probabilidad de que
tenga una apendicitis?




Teorema de Bayes

O

¢Por qué es importante el teorema de Bayes?

» El 75% de los pacientes con apendicitis tienen fiebre,
dolor en fosa iliaca derecha y vomitos

P(F +D+V | Apendicitis)

» Llega un paciente con fiebre, dolor en fosa iliaca
derecha y vomitos, ¢cudl es la probabilidad de que
tenga una apendicitis?

P(Apendicitis | F+D+V)

e
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Distribuciones de probabilidad

O

e “Curva de Gauss”
1

f(XIﬂ,0)=\/7

2TO

Xe




Distribucidon normal

O

Depende so6lo de la media ()
y la desviacion estandar (o)




Distribucidon normal

O

Depende so6lo de la media ()
y la desviacion estandar (o)




Distribucidon normal

O

Depende so6lo de la media ()
y la desviacion estandar (o)

68%




Distribucidon normal

O

Depende so6lo de la media ()
y la desviacion estandar (o)

V%%
\




Distribucién normal estandar (tipificada)

O

—_ O

Ver Tabla

a =




Distribucion normal: importancia

O

e Distribucidn de errores.

* Distribucién limite de la binomial y la de Poisson
cuando el tamano muestral es grande.

e Teorema central del limite




Distribucidon normal

O

Sea una variable NO necesariamente normal, de
media p y desviacion estandar 6. La media en el
muestreo es normal de media p y desviacion
estandar (error estandar de la media) ¢ / n”2




Distribucidon normal

O

Distribucién del colesterol
sérico en una poblacion adulta

Prob (colesterol<260) Prob(colesterol>260)

260




Distribucidon normal

O

Prob (220<colesterol<260)

N

220 260




Distribucién normal estandar (tipificada)

O

a =
o

—_ O

NN




Uso de la tabla de la distribucién normal

O

» {Como se responde a la siguiente pregunta?

El colesterol se mide en una poblacion con media 196
mg/dL y desviacion estandar 46 mg/dL. dCual es la
probabilidad de que un individuo tenga <166
mg/dL?




Uso de la tabla de la distribucién normal

O

» ¢Como se responde a la siguiente pregunta?

El colesterol se mide en una poblaciéon con media 196
mg/dL y desviacion estandar 46 mg/dL. ¢Cual es la
probabilidad de que un individuo tenga <166 mg/dL?

1. Calcular el valor z

2. Consultar en la tabla la probabilidad correspondiente
az:




¢Como se transtforma una distribucion normal en
la distribucidon normal estandar?

O

» Calculo de valores estandar (z):
Sustraer la media del valor original.
Dividir entre la desviacion estandar.

El resultado (z) se consulta en la tabla de la
distribucion normal estandar para conocer la

probabilidad.




¢Como se transtforma una distribucion normal en
la distribucidon normal estandar?

O

» Calculo de valores estandar (z). Ejemplo:

* El colesterol se mide en una poblacion con media 196
mg/dL y desviacion estandar 46 mg/dL. ¢Cual es la
probabilidad de que un individuo tenga <166
mg/dL?

166 — 196 = -30

-30 / 46 = -0,65

Prob(x>-0,65) = Prob(x<0,65) = 0,742
Prob(x<-0,65) = 1 — Prob(x>-0,65) = 1-0,742 =
0,258




Pruebas de normalidad

O

» Test de Shapiro-Wilk
» Test de Shapiro-Francia
» Test de Kolmogorov-Smirnov




Pruebas de normalidad

O
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1 1
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Resultados en el test de Epidemiologia,
junio 2009/10




Pruebas de normalidad

O
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Empirical P[i] = i/(N+1)

Resultados en el test de Epidemiologia,
junio 2009/10




Pruebas de normalidad

O
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Density
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Resultados en el test de M. Preventiva,
junio 2009/10




Pruebas de normalidad
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Empirical P[i] = i/(N+1)

Resultados en el test de M. Preventiva,
junio 2009/10
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Distribucion binomaial

O

» Variable “Recién nacido”: Varon = 1, Mujer = 0.

» Probabilidad de que sea varén: p = 0,52
» Probabilidad de que sea mujer: 1 — p = 0,48

» ¢Probabilidad de que de dos r.n. los dos sean
varones?

o VV VM MV MM
» P2 =0,522=0,2704




Distribucion binomaial

O

» Probabilidad de que de tres r.n. dos sean
varones y uno mujer:

VVV. VVM VMV MVV
VMM MVM MMV MMM

3-P2(1-P) = 3-0,522- 0,48 = 0,39




Distribucidon binomaial

O

» Probabilidad de que de tres r.n. dos sean varones y
uno mujer:

VVV p3 0,14
VVM P2(1-P) 0,13
VMV P2 (1-P) 0,13
MVV P2 (1-P) 0,13
VMM P (1 - P)? 0,12
MVM P (1 - P) 0,12
MMV P (1 - P)? 0,12
MMM (1-P)? 0,11




Distribucion binomaial

O

» Probabilidad de que de tres r.n. dos sean varones y

uno mujer:
VVV P? 0,14
VVM P2 (1-P) 0,13 h
VMV P2(1-P) 0,13 >~ 0,39
MVV P2 (1-P) 0,13 |
VMM P (1- Py 0,12
MVM P (1- Py 0,12
MMV P (1- Py 0,12
MMM (1- Py’ 0,11




Distribucion binomaial

O

» Una enfermedad tiene prevalencia p. Si
seleccionamos al azar 100 personas, ¢cudal es la
probabilidad de que haya 10 con la enfermedad?

IOO 10 90
X (1—
0 p X(1-p)




Distribucion binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.

» ¢Cual es la probabilidad de que ocurran x resultados
A?

n X n—Xx
p X(-p)
X




Distribucidon binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.

 ¢Cual es la probabilidad de que ocurran x o menos
resultados A?

X

S| pix(-py

i=0 \ !




Distribucidon binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.

 ¢Cual es la probabilidad de que ocurran mas de x
resultados A?

* (n) | ~
I—ZO: | p'xA=p)’




Distribucion binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.
* ¢Cual es el nimero medio de resultados A?

(L= np




Distribucion binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.
» ¢Cual es la varianza de resultados A?

o’ =np(1- p)




Distribucidon binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En una variable dicotémica la probabilidad de
obtener el resultado A es p.

» Se repite el experimento n veces.
» ¢Cual es la desviacion tipica de resultados A?

o =Inp(1- p)




Distribucidon binomaial

O

Distribucion binomial de parametros ny p:

» En las familias de 3 hijos, ¢cual es el nimero medio
de varones? (nota: p(varéon)=0,52)

* Es una binomial con n=3, p = 0,52
U=np=3x0,52=1,56

o’ =np(1- p)=3x0,52x0,48 =0, 7488

o = np(1- p) =/3x0,52x0,48 = 0,865
I




Distribucion binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte exactamente 25 preguntas?




Distribucidon binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte exactamente 25 preguntas?

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2

0
< X0, 25 % (1-0,2)" =0.000002




Distribucion binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte 25 preguntas o menos?




Distribucidon binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte 25 preguntas o menos?

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2

25 (50 | o
DI x0,2'%(1-0,2)" =0,999998
i=0 \ !




Distribucion binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte mds de 25 preguntas?

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2




Distribucidon binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte mds de 25 preguntas?

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2

25 (50 | y
1—; l_ x0,2'x(1-0,2)"" =0,000002




Distribucion binomaial

O

* En el mismo examen, un alumno ha respondido
(gracias a sus extensos conocimientos) a 40
preguntas. Decide contestar al azar las otras 10.

» ¢Cual es la probabilidad de que acierte 2 preguntas o
menos?

» Se trata de una binomial con n=10 y p=1/5=0,2




Distribucidon binomaial

O

* En el mismo examen, un alumno ha respondido
(gracias a sus extensos conocimientos) a 40
preguntas. Decide contestar al azar las otras 10.

» ¢Cual es la probabilidad de que acierte 2 preguntas o
menos?

» Se trata de una binomial con n=10y p=1/5=0,2
2

10 ' 10—i
DI [x0,2'%(1-0,2)"" =0,678

i=0 \ !




Distribucion binomaial

O
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Distribucion de Poisson

O

» Combinacion de sucesos:
Binomiales
Independientes
Con probabilidad constante en:
«El tiempo
«El espacio




Distribucion de Poisson

O

* En una masa radiactiva se producen 20
desintegraciones de media por minuto.

 ¢Cual es la probabilidad de que en un minuto
determinado se produzcan exactamente 15
desintegraciones?

—20 15
P(x=15|1=20)=5 1>;2o ~0,0516




Distribucion de Poisson

O

» En una poblacion, el nimero medio de casos de
leucemia es 5 al ano.

» En 2011, se producen 8 leucemias.
» ¢Se trata de un resultado anormal?
5, =8
e~ X5
P(x=8|ﬂ,=5)= o =0,0653

7 -5 ]
P(x>8|A=5)=1-) = XS _0.1334




Distribucion de Poisson

O

» Distribucion de Poisson de parametro A:

-1 X
P(x|/1)=e XA
x!
X-1 e—/lxli
Px<X|A)= .
= L
X-1 -4 i
Px2X|)=1-¢ f’l
=0 L




Distribucion de Poisson




Distribucion de Poisson

O

* En el cromosoma 5 se producen 4 mutaciones al ano.
¢Cual sera la media y dispersion de las mutaciones
en la poblacion?

oc’=A1=4

a:ﬁzz




Distribucion de Poisson

O

» Cada ano se producen en Cantabria 4 casos de
infeccion neumocodcica invasiva en ninos.

» En 2011 se pone en marcha un programa de
vacunacion.

» Al ano siguiente, se producen sb6lo 2 casos.
» ¢{Puede hablarse de éxito de la vacuna?




Distribucion de Poisson

O

» Un aho después de la vacuna: 2 casos

» Habitual: 4 casos/ano

» Antes de poner la vacuna, écual era la probabilidad
de que un ano hubiera 2 casos o ninguno?

4, 22
Px=2|A=4)=5 ;4 — 0,1465

—_

—4 1

1!

—4 0
P(x=0|A=4)="1 (;4 =0,0183




Distribucion de Poisson

O

» ¢Cuantos leucocitos hay en un campo?

» ¢Cuantos hematies hay en un ml de sangre?

» ¢Cuantos enfermos se atienden en urgencias cada dia?
» ¢Cuantos infartos se producen en un ano?

» ¢Cuantos reemplazos valvulares sobreviven cada aho?

» ¢Cuantos trasplantes hepaticos sobreviven al cabo de
cinco anos?

» ¢Cuantas mutaciones se producen en un cromosoma en
50 anos?




Aproximacion a la binomial usando Poisson

O

* En una distribucion binomial de parametros ny p, n
es muy grande y p es pequehno, entonces las
probabilidades de la binomial pueden aproximarse
con las probabilidades de una distribucion de
Poisson de parametro A = np

n X n—x e_np n i
P(X|n,p)=(xjp X(1=-p)™— = )(C,p)




Aproximacion a la binomial usando Poisson

O

» La probabilidad de que una persona porte el gen de
la fibrosis quistica es 0,001.

* En una poblacion de 10000 habitantes, écual es la
probabilidad de encontrar 5 portadores de este gen?

5

e 0P (10000x0,001)°  e77x10°
5! 5!

10000
P(5]10000;0,001) :[ jXO, 001° x0,999'™"™ =

=0,0378




Aproximacion a la binomial usando Poisson

O




Aproximacion a binomial usando normal

O

» Una variable binomial de parametros ny p, sin es
grande, tiende a una distribucion normal con y=npy

o°=np(1-p)

lim . B(n;p)=N(np,np(l1-p))




Aproximacion a Poisson usando normal

O

lim __ P(A)= N(A, A1)

n—




Distribucidon binomaial

O

» Se realiza un examen de test con 50 preguntas, con 5
respuestas alternativas de las que solo 1 es correcta.

» ¢Cual es la probabilidad de que un alumno que no
tiene ni idea acierte 25 preguntas o mas?

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2

25 (50 | ~
1—§ i x0,2'x(1-0,2)"" =0,000002




Distribucion binomaial

O

» Se trata de una binomial con n=50 y p=1/5=0,2

e Tiende a una normal:

N(np,np(1- p)) = N(10,8)

e Calcular el valor z:
25-10

J8

o Mirar en la tabla normal: Prob(x>z)

P(x >5,3033) =0,00000006
I

Z

=5,3033




Enlaces de interés

» Wikipedia:

O




