1. Introduccién: longitud de una curva
AAVVR

La idea para calcular la longitud de una curva contenida en el plano o en el espacio consiste en
dividirla en segmentos pequefios, escogiendo una familia finita de puntos en C', y aproximar la
longitud mediante la longitud de la poligonal que pasa por dichos puntos.

Cuantos mas puntos escojamos en C', mejor sera el valor obtenido como aproximacién de la
longitud de C.
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Para ello, escogemos una parametrizacién « : [a,b] — R™ de C, y una particién P = {a =
to < t3 <ty <--- <ty = b}, y calculamos aproximadamente la longitud del arco «a([t;, t;11])
como la longitud del segmento [a(t;), a(t;11)].

Utilizando la norma euclidea en R", y aplicando a las coordenadas de « el teorema del valor
medio en el intervalo [t;,t;41],
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L(a([ti, ti])) = llatin) — at)ll = | D lo(tipa) — a;(6:)?
Integrales de j=1
Linea. Teorema

y
de Green. ,
Teorema | (tivn) — aj(ts)| = |f(si)[tivs — til
fundamental del
. con s; € [t;, tiy1]
v clidl 'OI Utilizamos ahora que como «; es de clase O, su derivada es continua, por lo que si los interva-
ectoria . ~ / ) :
los [t;, Efi“] son suf|IC|entemente pequefios podemos suponer que o’j(s;) = a’(t;), y sustituyendo
en la férmula anterior queda

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

la(tiv) — o)l = Zla DP[ti — i) =

Teorema de Green

Teorema.. . .
= o ( il i — &l
<« » Asi la longitud total de la curva es
< 4 k—1

L(C) = Lla([ts tiva]) Zna M Jtis — ]

=0
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El valor de este sumatorio estd entre los valores de la suma inferior y la suma superior de
Riemann de la funcién g(t) = ||/(t)|| asociadas a la particién P. Si tomamos particiones de
[a,b] cada vez mas finas, y dado que g(t) = ||&/(t)]| es integrable por ser continua, las sumas
superiores e inferiores tienden a la integral de Riemann, y se obtiene la definicién de la longitud
de C' como

L(C) = / o ()t

Sin embargo, segln esta definicién, aparentemente la longitud de una curva dependeria de
la parametrizacién o que se utilice para representarla. El siguiente teorema muestra que gracias
la equivalencia entre las parametrizaciones de una curva regular y simple, la férmula anterior no
depende de a.

Teorema. Sea C' una curva regular y simple en R", y o : [a,b] — R" , B : [¢,d] — R"™ dos
parametrizaciones de C'. Se tiene que

b d
/ o ()t = / 18/ (s)llds
Demostracién:

Sea ¢ : [a,b] = [c,d] la funcién de cambio de pardmetro, biyectiva, de clase C'! y regular,
de modo que a = (o 1). Entonces o/ (t) = 3'(¢(t))¢'(t), y aplicando el teorema de cambio de
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variables

[ 16as = [

Definicién (Longitud de una Curva).

Sea C' una curva regular y simple en R". Sea « : [a,b] — R" una parametrizacion de C'. Se
define la longitud de C' como

1B )] W(t)!dt:/ lod (®) |t
d)) a

]

g

b
I(c) = / o ()t

Si C' es una curva regular a trozos, se define su longitud como la suma de las longitudes de
cada trozo regular.

Si C' es una curva cerrada simple, se puede dividir por tres puntos, y considerarla como una
curva regular a trozos.
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2. Integral de linea de un campo escalar

Se llama campo escalar en R" a una funcién definida de R en R, como por ejemplo la funcién
que describe la temperatura en cada punto del espacio R?.

Para entender el significado de la definiciéon de integral de linea de un campo escalar, consi-
deremos el siguiente ejemplo:

Supongamos que tenemos una curva C' en R? parametrizada mediante una funcién « :
[a,b] — R?, y una funcién escalar f : R*> — R, continua. Podemos representar grificamente
la funcién f sobre la curva C' como un muro que levanta una altura f(z,y) sobre cada punto
(z,y) de C. Se trata ahora de calcular el drea de ese muro entre la curva C'y la grafica de f
sobre la curva.
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curva C por una familia finita de puntos, definiendo una particién P de [a,b], P = {a =ty <
«“ » ty <+ <t,=>b}
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a t; ti+1 b

La curva queda dividida en una unién finita de arcos C; = a([t;_1,t])
Definimos las sumas inferiores y superiores

S(f.c,p) = Z Me,(f)I(C)



AAVVR S(f.C.P) ch

donde M¢,(f) es el infimo de f en C;, m¢,(f) es el supremo de f en C;, y I(C;) es la longitud
Integrales de de C.

Linea. Teorema
de Green.
e — M () = sup{f(z), @ € Ci} = sup{f o a(t), t € [ti1,t]} = My, a(/ 0 )
fundamental del
Calculo
Vectorial

mcz(f) = mf{f(x), YIS Cz} = lnf{f © Oé(t), le [tifbti]} = m[ti_hti}(f © O‘)

Introduccion: . . .

y
Integral de linea de t;
Teorema de Green Z(Cz) = / ||O.//(t) ||dt
Teorema.. .. fimt

de modo que
< >
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S(f,C,P) =

>

y analogamente

S(f,C,P) =

IN

-1

n t;
memwm/|wwwz
i=1 L

n t;
S [ M alf ool @)ie 2
ti—1

i=1

S [ reawlawldr= [ foatiloli

t;

lof (@) [t =

t
i—1

Zz:;m[ti_l,ti](f o a)/

t

n t;
S [ m (o’ <
=1 -1

t;

" t; b
> [ roatla®la = [ foatlolar
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Al variar las particiones de [a, b], y suponiendo condiciones de continuidad para el campo f,
las sumas superiores y las sumas inferiores se aproximan a un mismo valor, que serd justamente la
integral en el intervalo [a, b] de la funcién (f o «v)||@/||. En general diremos que f es integrable a
lo largo de « si el supremo de las sumas inferiores coincide con el infimo de las sumas superiores,
al variar las particiones de [a, b]

Aparentemente el resultado de esta integral depende entonces de la parametrizacién « es-
cogida para representar la curva C, sin embargo, gracias a la equivalencia entre todas las para-
metrizaciones de una curva regular y simple, esto no es asi:

Teorema. Sea C' una curva regular y simple en R". Sea « : [a,b] — R" y (3 : [¢,d] — R"
dos parametrizaciones de C'. Sea f una funcion escalar continua en un abierto que contenga a
C. Entonces

/ f o a(t)]la(t)]dt = / £ o B(s)17(s)|lds

Esto nos permite definir la integral como una propiedad de la curva C', y no de sus parame-
trizaciones:

Definicién (Integral de un campo escalar a lo largo de una curva).
Sea C' una curva regular y simple en R", y « : [a,b] — R™ una parametrizacién de C. Sea f

un campo escalar continuo en un abierto que contenga a C'. Se define la integral de f a lo largo
de C como [, f = [V foa(t)|a/(t)|dt



Si C' es una curva regular a trozos, se define la integral de f a lo largo de C' como la suma
de las integrales en cada trozo regular.

Si C' es una curva cerrada, se puede dividir por tres puntos, y considerarla como una curva

Integrales de regular a trozos.

Linea. Teorema

de Green.

Teorema
fundamental del

Calculo
Vectorial

AAVVR

Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..
Teorema de Green

Teorema.. ..

44 44




AAVVR

Integrales de
Linea. Teorema
de Green.
Teorema
fundamental del
Calculo
Vectorial

Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

Teorema de Green

Teorema.. ..
44 144
4 >

Ejemplo 1.

o/(t) = (—sent,cost, 1), luego

L= " oo’ (t)at

Sea C' = «|0, 27|, donde
a(t) = (cost,sent,t). Calcular

x2+y2+z2
c

o' (t)|| = Vsen2t + cos?t + 1 = /2

2w
/ (cos?t 4+ sen®t + 12)V/2dt =
0

V2 / (14 Pyt = V3

873
2 .
T+ 3

)

y



AAVVR

Integrales de
Linea. Teorema
de Green.
Teorema
fundamental del
Calculo
Vectorial

Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

Teorema de Green

Teorema.. ..

44 44

3. Integral de linea de un campo vectorial

Un campo vectorial en R™ es una funcién F' : R® — R", que asocia a cada punto del espacio
un vector del mismo espacio. Por ejemplo, un campo vectorial puede ser al campo gravitatorio
generado por una masa: si tenemos una masa M situado en el origen de coordenadas, sobre un

cuerpo de masa m situado en un punto x del espacio acttia una fuerza F'(z) que tiene la direccién
GMm

(eI

del vector z, pero sentido opuesto (de x al origen de coordenadas), y magnitud || F'(z)|| =

Utilizando el lenguaje vectorial, el campo de gravedad queda definido por la funcién

GMm «x
Flz)=——7pr —
[|? [l
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Un campo vectorial se suele representar graficamente dibujando en el mismo espacio (R? o
R3) algunos puntos x, y el vector asociado F(z) con origen en el punto

F(xy) F(z4)
F(7) 2
M
F(CEQ) “““
z3 F(xg)
F(f) = _% F(xvy) = (—y,.fl))

Para entender el significado de la integral de un campo vectorial a lo largo de una curva,

consideramos el ejemplo del calculo del trabajo generado por un campo de fuerzas sobre un mévil
que se desplaza dentro de él.



El caso mas sencillo es el del trabajo generado por la caida de un cuerpo por el efecto de la

AAVVR gravedad:

En principio el trabajo generado

Integrales de se calcula como el producto de la
Linea. Teorema fuerza por el desplazamiento,
de Green.
Teorema L0 I'=F-d
fundzr;"llt:_::il:gl del Este concepto se conc.reta un po.co
Vectorial mas, anadiendo un signo que in-
terprete si el trabajo se genera
Introduceidn:. F Y (cuando la fuerza tiene el mismo
P J— sentido que el desplazamlentq) o
— ||CU — X || se consume (cuando la fuerza.t|ene
sentido opuesto al desplazamiento,
Teorema de Green

por ejemplo para levantar otra vez
el objeto). En lenguaje vectorial,
d = [lz — o, y

Teorema.. ..
xr

44 44

T =% |[|F[[ - [l = o




Un caso un poco mas complicado es el del trabajo generado por el desplazamiento de un

AAVVR movil por un plano inclinado, sujeto sélo al efecto de la fuerza de la gravedad.
Int les d Lo El vector F' se puede descomponer
ntegrales de
Li gT Ft como suma de dos vectores, uno
mza-G eorema en la direccién del desplazamiento
reen. . .
'I? ee 0 y otro perpendicular al plano incli-
rem .
fund €o eta: del nado. Sélo la componente del vec-
un 2",1|en|a € tor F' en la direccion del desplaza-
alculo . .
) L miento, F; genera trabajo.
Vectorial F
T = x| - [lz — ol
Introduccion: . . .
lnteerslcclincalcichn Utilizando un poco de trigonometria y el producto escalar, se tiene
Teorema de Green | < Fux Ta > ’
y LT L0
Teorema.. .. ||Ft|| = ||F|| cosf =
[ — o
y por tanto
44 44
<Fx—xy>
4 » T:j:| ’ |-||x—:vo||:<F,x—x0>

[l = o



Por dltimo, consideremos el caso general, en el que hay un campo vectorial continuo pero que
no es constante, y un movimiento que no es rectilineo.

AAVVR

Integrales de
Linea. Teorema
de Green.
Teorema
fundamental del
Calculo
Vectorial

Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

La idea entonces es dividir la curva C trayectoria del mévil en segmentos lo bastante pequefios
Teorema de Green
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la continuidad). Para ello escogemos una parametrizacién « : [a,b] — R™ de C, y una particién
P={a=ty<t; <--- <t = b}
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a tl t2 t3 b

Calculamos el trabajo generado en cada arco de curva C; = «([t;, t;1+1]) como si fuera un seg-
mento recto, y el campo fuera constantemente F'(a(t;)). La componente tangencial de F'(a(t;))
en la direccién de la curva la podemos calcular utilizando el vector director de la recta tangente
a la curva en el punto a(t;), &'(t;); como también o/(t) es continua, podemos suponer que si C;
es bastante pequefio o/(t) es constante. De este modo

L < Flat)), o (t:) >
||Ft(05(tz))|| - ||Oé/(tz)||

Asi, si llamamos L(C;) a la longitud de C}, el trabajo generado en C; es aproximadamente
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. < Fla(ty)), o (t;) > ‘
L= —Jamr G
< Fll) o) > [
T AL
~ ST e e
= < F(a(ty), o/ (t;) > |tigr — t4

T = T, = < F(Oé(tl)LO/(tl) > |ti+1 — tz|

Si tomamos ahora particiones del intervalo [a, b] cada vez con mds puntos, estas sumas tienden
al valor de la integral

b
T:/ < Foa(t),a(t) > dt
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Esta expresién es la que se va a utilizar como definicién de la integral de F' a lo largo de
la curva C'. Aparentemente el resultado de la integral depende de la funcién a que se utilice
para parametrizar la curva C. El siguiente resultado muestra que realmente sélo depende de la
orientacion que « define sobre la curva, lo que era de esperar si pensamos en la interpretacién
del problema fisico en el que nos hemos basado: si recorriendo la curva en un sentido se genera
trabajo, al volver sobre la misma en sentido contrario se consumirad la misma cantidad de trabajo.

La demostracion del resultado se basa en la equivalencia de las parametrizaciones de una curva
regular y simple, y en el teorema de cambio de variable. Recordemos que dos parametrizaciones
de la misma curva tienen la misma orientacién si y sélo si la funcién de cambio de parametro
es creciente, o lo que es lo mismo, si su derivada es positiva en todos los puntos; y tienen
orientaciones opuestas si el cambio de parametro es decreciente, o su derivada es negativa.

Teorema. Sea C' una curva regular y simple en R™, U un abierto que contengaaC, y F : U —
R™ un campo vectorial continuo. Sean « : [a,b] — R"™ y 3 : [¢,d] — R"™ dos parametrizaciones
de C.

Si a y B tienen la misma orientacion en C, entonces

b g
/<Foa(t),o/(t)>dt:/ < Fop(t),B(t) > dt

C

Y si a y 3 tienen orientaciones opuestas en C', entonces

b d
/ < Foa(t),d(t) > dt = —/ < Fop(t),5(t) > dt
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Definicién (Integral de linea de un campo vectorial).

Sea C" una curva regular y simple orientada en R", U un abierto de R™ que contenga a C, y
F : U — R™ un campo vectorial continuo. Sea « : [a,b] — R"™ una parametrizacion cualquiera
de C*. Se define la integral de F' a lo largo de Ct como

/C+F:/ab<F°04(t)7o/(t) > dt

Si C* es regular a trozos, se define la integral de F' a lo largo de C't como la suma de las
integrales sobre cada trozo regular, orientados de forma compatible con la definicion de C*. y
andlogamente si C™ es una curva cerrada simple regular a trozos y orientada.

Si llamamos C~ a la curva C' con la orientacién opuesta, se tiene

Jor= )

Notaciones:

/ F= [ fdze+- -+ fudz,
ct+ Cct+

Ejemplo:



AAVVR Calcular [ (2%, —xy)
Cc+
Integrales de
Linea. Teorema
de Green.
Teorema
fundamental del
Calculo
Vectorial

Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

Teorema de Green

Teorema.. ..

44 44

Sea C* ={(x,y) :

2?2 +y?=1,2<0

6

y < 0} orientada de P = (0,1) a @ = (1,0).
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4. Teorema de Green

Definicién (Regiones elementales del plano).
Un conjunto S C R? se llama regién elemental si existen funciones de clase C', p : [a,b] —
R, q:[a,b] — R, r:[c,d] — Ry s: [¢,d] — R tales que

S = {(ac,y) re [a7 b]? p(x) <y< Q(x)} = {(a:,y) VRS [Cu d]a 71(3/) Sr < S(y)}

Una regidn elemental es un conjunto medible Jordan, y ademds su frontera es una curva
cerrada simple regular a trozos.

Teorema (Teorema de Green).
Sea S C R? una regién elemental, y ' : U — R? un campo vectorial
de clase C' en un abierto U que contenga a S. Entonces

_ [

donde F' = (f1, fo) y C" = Fr(S)" es la frontera de S orientada
positivamente (dejando la regién S a la izquierda)
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Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)

Para demostrar el teorema, descomponemos el campo F' como suma de dos campos, F' =
(f1, f2) = (f1,0) + (0, f2). Vamos a demostrar que para el campo (f1,0) se verifica la ecuacién

[ 50 [ B

Andlogamente se demuestra que también

|0 = [[ e

y sumando las dos igualdades se obtiene

(hut) = [ (7,0) 0.5 = [[ ) - Doy,
o+ C+ dy

Como S es una regién elemental, existen dos funciones de clase C!, p : [a,0] — Ry

q:[a,b] — R, tales que S = {(z,y): a <z <b; px) <y <q(z)}.
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cf

La Frontera de S estd formada por cuatro trozos regulares, F'r(S)™ = C;fuCy UCS UCy
C; se puede parametrizar mediante la funcién

a(t) = (b,t); t € [p(b), q(b)]
que verifica /(t) = (0, 1), luego

a(b)
/C+<f170> =/ < (fia(t),0),(0,1) > dt =0

1 (0)

Andlogamente C; se puede parametrizar mediante la funcién

B(t) = (a,t); t € [p(a),q(a)]
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que verifica §'(t) = (0,1), luego
q(a)
/ (f1,0) = —/ (f1,0) = —/ < (HiB(1),0),(0,1) > di = 0
cy Cy p(a)
C5 se puede parametrizar mediante la funcién que describe la gréfica de la funcién ¢(z),
Az) = (z,q(2)), = € [a,b]

que verifica X' (z) = (1,¢/(x), de modo que

/C;(fl,o) = —/ (f1,0) = —/ab < (fiMx),0), (1,¢(2)) > dz = _/ab iz, q(x))dz

Cy
Por tltimo C; se puede parametrizar mediante la funcién
o(z) = (z,p(x)); = € [a, ]

que verifica 0'(z) = (1,p'z)), y

L0 = [ < (56,0, 0.0@) > do = [ fiwp@)ds
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Por tanto

/ f17
Fr(S)*t

= iz, q(x))dx

/f1xp

: . , , d,
Por otra parte, aplicando el teorema de Fubini para el célculo de la integral de % en S, se

// flxy d(z,y) //(qj dfy mydydﬂf—/flxq ) = fula, p(x))dx

tiene

aplicando que, segun la Regla de Barrow,

dfy
/p(a:) dy (CC y)dy = f1(:C q( )) — fl(l',p(x))

Comparando los dos resultados, se tiene

/0
La otra igualdad, /C+(O,f2) = //S%(x,y)d(x,y)

presando S como regién elemental respecto al eje vertical
<«(Volver al enunciado)

se demuestra andlogamente, ex-

g
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Ejemplo 2. Aplicacion del teorema de Green en regiones elementales a trozos: aunque la
demostracion se hace solo en regiones elementales, la formula que se obtiene se puede aplicar
también a campos definidos en regiones del plano que se pueden descomponer como unién de
regiones elementales que no se solapen (como un puzzle).

Consideremos un ejemplo: Si S es la regién de la figura, y la descomponemos como unién de
dos regiones elementales S; y Sy trazando el segmento L, podemos aplicar el teorema en S; y
Sy por separado.

Fr(S)* =cf ucy

La frontera de S; estd formada por la curva C] y el segmento L, orientados como se indica
en el dibujo. La frontera de Sy estd formada por la curva Cs, y el segmento L con la orientacién
opuesta. Y la frontera de S estd formada por las curvas C y Cy



Entonces
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dfs df,

Integrales de / (z,y) — d_( y)d(z,y) =
Linea. Teorema i d
dz

d d
de Green. = (37 y)d(x,y) +/ —f2 (%Z/) - —fl (%Z/)d(fﬂay) =
dy S2dx dy
Teorema

.
fumi;:r;i::izll del _ / /F o F
S ( . ) (/CF*/ >
[ / oo
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Ejemplo 3. Una de las aplicaciones usuales del teorema de Green es el cdlculo de dreas de
regiones elementales a trozos del plano:

Si S es una regién elemental, y F'(z, y) es un campo de clase C' en un abierto que contenga a
S'y que verifique que la diferencia de las derivadas cruzadas de sus componentes es 1, (ﬁ(x, y)—

dy
%(z, y) = 1), entonces aplicando el teorema

”(5):/Sld(x’y):/g%(x’y)_%(x’y):/FT(S)+F

Como campo F' se puede utilizar, por ejemplo, F(x,y) = %(—y,x)



Calcular el drea encerrada por la cardioide, r = 1 + cos 0
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La ecuacién r = 1 + cos @ define
en coordenadas polares la
cardioide, de modo que

Integrales de
Linea. Teorema

de Green.
Teorema x=rcos = (14 cosf)cosb
=1+cos(t)
fundamental del p . 0 p
Calculo y =rsenf = (1 +cosf)sen
Vectorial Estas ecuaciones nos dan una
parametrizacion de la curva como
Introduccién: . . . una funcién a(@) = (m(&)) y(@))

definida en [0, 27]

Integral de linea de. ..

Integral de linea de. ..

Teorema.. . .
o (0) = («(6),4/(9)) =
« b = (—senfcosf — (14 cosf)senf, —sen® 6 + (14 cos ) cos ) =
p > = (—senf — sen 26, cosf + cos 20)

Utilizando el campo vectorial F(z,y) = 2(—y, z), tenemos
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A

J.

3

F =

DN | —

0

27r1

2

2

1—|—cos€

< (=y(0),(8)), ('(0),y'(0)) > db =

df =

—(—(1 4+ cosf)senf)(—send — sen 20) +

3

((1 + cos @) cos0)(cos @ + cos 20)df =
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5. Teorema Fundamental del Calculo Vectorial

El siguiente teorema es una versién del teorema fundamental del calculo de funciones reales de
una variable real para las integrales de linea. Desde el punto de vista de la interpretacién de los
modelos de problemas de la fisica, es también una propiedad fundamental de algunos fenémenos,
que dan lugar a leyes como la conservacion de la energia o de los momentos de inercia, etc.

Teorema (Teorema Fundamental del Célculo Vectorial).

Sea U un abierto en R", f : U — R un campo escalar de clase
Cl en U, y p, q dos puntos de U tales que existe una curva simple
regular a trozos contenida en U de p a q, C" Se tiene

/ V= fla) - f(p)
C+
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Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)

U

Supongamos primero que C't es
una curva regular y simple
contenida en U, de p a q, y sea
a:[a,b] — R™ una
parametrizacién de C* (de modo
que a(a) =py a(b) =q).

Consideremos la funcién foa : [a,b] — R:
(f o) es de clase C! en [a, b,

y
(f oa)(t) =< Vf(a(t),o'(t) >

Entonces

b
/ Vf = / <Vfoa(t),d(t) >dt =
c+ a
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Si C't es regular a trozos, existe una familia finita de puntos {a =ty <t; <ty <--- <ty =
b} de modo que « es regular en cada intervalo [t;,t;11]. Entonces llamando C;" a cada curva
a([t;, ti11]) orientada de «(t;) a «(t;11), y aplicando el caso anterior

/ij:g/cjwz

= S (Flaltin)) - flaln)) =
— o)) — Falte) + Flalts)) — F(a(t)) + -+ Fa(t)) — Falter)) =

(
= flat) — flalto) = flg) — f(p)
<«(Volver al enunciado) O

Es decir, la integral de un gradiente continuo a lo largo de cualquier curva contenida en U
depende sélo de los extremos de la curva, y no de la curva en si. Esta propiedad da nombre a un
tipo especial de campos vectoriales:

Definicién (Campos conservativos).
Sea U un abierto de R", y F' : U — R"™ un campo vectorial continuo en U. Se dice que f
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es conservativo en U si para todos p y q en U, la integral a lo largo de cualquier curva simple
regular a trozos contenida en U que una p y q es la misma (depende sélo de los puntosp y q, y
no de la curva).

Esta propiedad es equivalente a que la integral a lo largo de cualquier curva cerrada contenida
en U valga cero.

Segun el teorema, los gradientes continuos son campos conservativos en cualquier abierto de
su dominio. El que un campo sea conservativo o no depende del campo, y del conjunto donde
esta definido. Si U es un abierto conexo, de hecho todos los campos conservativos son gradientes
de una funcién de clase C*

Teorema (Campos Conservativos).
Sea U un abierto conexo de R", y F' : U — R™ un campo vectorial conservativo en U. Sea

a € U fijo, y definamos para cada x € U la funcion  f(x) = / F,  donde C} es una curva
ct

simple regular a trozos contenida en U de a a x. Entonces existe Vf y ademds V f (x) = F(x)
para todo x € U.

Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)
En primer lugar, f estad bien definida, en el sentido de que al ser F' conservativo, la integral
s6lo depende del punto x.



f(fv)y

AAVVR Tenemos que demostrar que en cada x € U existen todas las derivadas parciales
que c;Z (x) = fi(x), donde F' = (f1,..., fn)
Integrales de ’

Linea. Teorema Sea x € U fijo, y consideremos los
de Green. puntos de la forma x + té;, con |t
Teorema suficientemente pequefio para que

fundamental del m te; no se salgan de U. Tenemos que

Calculo calcular
Vectorial €
oo fa ) — f(@)
Introduccion: . . . t=0 t

Integral de linea de. ..

, ' , +
Integral de linea de. .. Para calcular f(z + te;) trazamos una curva de a a x + te; prolongando la curva C; con el

Teorema de Green segmento ST = [z, x + te;], de modo que f(z + te;) = / F+ F,y
c+ S+
te;) — 1 1
fese) =t V([ o[ b [ B[
« " t t \Jo+ S+ o+ tJs+
< >

ST se puede parametrizar mediante la funcién 3(s) = x + s(te;), definida en [0, 1], de modo
que B'(s) =te; y



AAVVR X )
/ F = / < F(x + ste;), te; > ds = / fi(x + ste;)tds =
S+ 0 0

Integrales de

t t
Linea. Teorema = / fi(x + ue;)du = / h(u)du
de Green. 0 0
T . : .
funda‘::;iTaa: del haciendo el cambio de variable u = st, y llamando h(u) a f;(x + ue;)
Calculo Si llamamos ¢g(t) = fot h(u)du, el teorema fundamental del calculo de funciones reales asegura
Vectorial que como h es continua, g es derivable, y ademas ¢/(t) = h(t).
Entonces
Introduccidn: . . . . f(x + tei) - f(fL’) T 1 _
Integral de linea de. .. 15% t N Pi% ; (g(t) B g<0))) B
Integral de linea de. . . = ¢'(0) = n(0) = fi(z)
B
R y queda demostrado el teorema.
-
L) <«(Volver al enunciado) O
44 144
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Definicién (Funcién Potencial).
Sea F' un campo vectorial continuo en un abierto U de R™. Se llama funcion potencial de F' a
cualquier funcién f de clase C* en U que verifique F = V f, si es que existe.

El dltimo resultado es una condicién necesaria para que un campo de clase C'!' definido en
una abierto conexo de R™ sea conservativo, y es consecuencia inmediata del teorema de igualdad
de las derivadas cruzadas de las funciones de clase C?.

Proposicion. Sea U un abierto conexo en R" y F' : U — R™ un campo conservativo de clase
C' en U. Entonces para todo x € U se tiene

df; df; :
diai(a:) = dij(x) para todoi,j=1,...,n
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Ejemplo 4. Estudiar si los siguientes campos vectoriales son conservativos, y en su caso hallar
una funcién potencial

1) F(z,y) = (ysenx,rseny) en R?
) Fla.) = (gt oy ) en U = B2\ {(0,0))

Xz — n —

3) F(z,y,2) = (sen 2z sen 2y, 2 cos 2y sen® z, —2z sen(z?))




En el primer caso, el campo es de clase C! en R?, que es un abierto conexo, asi que para ser

AAVVR conservativo deberia tener las derivadas crudas iguales, pero
Integrales de é—ﬂ(%y) = senx
Linea. Teorema Y
de Green. y
Teorema df
fundamental del =2 (z,y) = seny
Célculo dr
Vectorial luego no es conservativo.
Introduccion: . . .

Integral de linea de. ..
Integral de linea de. ..

Teorema de Green

4« 144
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En el segundo caso, también F es de clase C'' en U (aunque no lo es en R?), y U también

es un abierto conexo. Ademas

dfl( - 2(2* +y?) —4a®  2(2® —y?)
ay T T @R (@)
y
de( )= —2(2* +y°) +42*  2(2® — ¢
dz Y= (22 + y2)? (22 +92)2
son iguales.

Sin embargo F' no es conservativo: la condicién de la proposicién no es suficiente.

Si calculamos la integral de F' a lo largo de la circunferencia unidad, parametrizada mediante

la funcién a(t) = (cost,sent) en [0, 27], tenemos

/ Fo= Jidz + fody =
Cc+

Cc+

2 2
= / 2sent(—sent) 4+ (—2cost) costdt = / (—2)dt
0 0

—4m # 0
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En el tercer caso, vamos a ver cémo se puede encontrar una funcién potencial de F'. Debe
ser una funcién f de clase C' que verifique las ecuaciones

5_f(x7yv Z) = fl(xayv 2) = SGDQ[ESGI]Qy
X

d
d—f(l',y,2> = fg(l',y, Z) = 20082y88H2l‘
Y

%(m,y, 2) = f3(z,y,2) = —2zsen(2?)

Observando la ultima ecuacién, que parece la mas sencilla, f tendrd que ser una primitiva
(integrando respecto de 2) de la funcién —2z sen(z?)

flz,y,2) = /—22 sen(z%)dz = cos(2?) + é(z,y)

donde ¢(x,y) puede ser cualquier funcién que no dependa de z.
Derivando ahora esta expresion de f respecto de x, debera verificarse la primera ecuacién, asi
que

%(%y, z) = %(x,y) = sen 2z sen 2y
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y por tanto, otra vez calculando primitivas (ahora respecto de )

-1
o(z,y) = /sen 2x sen 2ydx = 5~ cos 2z sen 2y + Y(y)

donde ¢ (y) puede ser cualquier funcién que no dependa de z (ni por supuesto de z)
Tenemos entonces f(z,y, z) = cos(z?) + 3 cos 2z sen 2y + Y (y)
Derivando ahora respecto de y tenemos la segunda ecuacion del sistema

d, —1
d—f(a:, Y,2) = - cos 222 cos 2y + U/ (y) = 2 cos 2y sen®
Y

despejando ¢’ (y)

V' (y) = cos 2y(2sen® x + cos 2x) = cos 2y(2sen’ x + cos® x — sen” x) = cos 2y
y por tanto
1
U(y) = /COSQy = §sen2y + K

donde K es una constante cualquiera.
Asi

1 1
f(z,y,2) = cos(2?) — ECOSQI‘ sen 2y + §sen2y+ K =
= cos(z?) +sen’zsen2y + K
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